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Вступ 
Сучасний етап науково-технічного розвитку потребує 
удосконалення методів розрахунку на міцність і жорсткість 
машинобудівних конструкцій з метою впровадження нових технологій, 
підвищення якості, надійності та довговічності машин, їх 
конкурентоспроможності на світовому ринку. 
 Навчально-методичний посібник є складовою одиницею серії 
навчально-методичної літератури, підготовленої кафедрою опору 
матеріалів НТУ «ХПІ» для виконання індивідуальних розрахунково-
проектувальних завдань студентами машинобудівних спеціальностей та 
модульного контролю засвоєного матеріалу. 
 Посібник охоплює один з важливих розділів загального курсу 
опору матеріалів, а саме, розрахунки стержньових конструкцій в умовах 
їх складного деформування. Посібник призначений для засвоєння 
студентами загальних положень теорії та методики проведення 
розрахунків стержнів з урахуванням їх складного напруженого стану. 
У першому розділі посібника розглянуті основні види складної 
деформації стержнів, а саме: косе та просторове згинання, сумісна дія 
згинання та розтягання (стискання), загальні випадки дії сил на бруси 
круглого та прямокутного перерізу. Для кожного виду складної 
деформації надані приклади розв’язання задач, аналізу напруженого 
стану у точках небезпечного перерізу. 
 У другому розділі надаються розрахункові схеми та числові дані 
для виконання індивідуальних розрахунково-проектувальних завдань, а 
також приклади їх розв’язання та оформлення. Для перевірки набутих 
теоретичних знань студентів з даної теми пропонуються  контрольні 
запитання.
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1 Складне деформування стержнів 
1.1 Загальні положення 
Центральне розтягання – стискання ( 0N ), кручення ( 0кM ), 
зсув ( ,0yQ  або ,0xQ ), плоске поперечне згинання ( 0xM ; ,0yQ  
або 0yM ; 0xQ ) є так званими простими видами деформування 
стержнів. Характерною рисою простого деформування є наявність 
одного або двох внутрішніх силових факторів у довільному перерізі 
стержня ( балки, бруса). 
Зустрічаються і більш складні випадки завантаження, коли у різних 
перерізах стержня одночасно діють різні комбінації компонент 
внутрішніх зусиль, складені з відомих видів простого деформування. 
Таку деформацію стержня, або його опір називають складним. У 
загальному випадку навантаження в поперечному перерізі бруса 
виникають усі шість внутрішніх зусиль  кzyxyx MMMMQQN ,,,,, . 
На практиці одночасна дія всіх силових факторів спостерігається не 
часто. Найбільш поширеними видами складного деформування є 
наступні: 
 просторове (складне) згинання, або його окремий випадок – косе 
згинання, які мають місце при наявності згинальних моментів 
yx MM , ; 
 згинання з розтяганням (стиканням) , якщо у поперечних 
перерізах діють одночасно yx MMN ,, ; 
 сумісне згинання та кручення, обумовлене дією відповідних 
моментів кyx MMM ,, ; 
У всіх зазначених видах складного деформування в перерізах 
бруса з’являються  також  і поперечні зусилля yx QQ та . 
Якщо припустити, що деформації достатньо жорсткого стержня 
(бруса) малі й відповідають закону Гука, то до задач складного 
деформування можна застосувати принцип суперпозиції або принцип 
сумування дії сил. Згідно з цим принципом, результат від дії системи 
зусиль, що приводить загалом до складного деформування стержня, 
дорівнює сумі результатів, одержаних від кожної сили окремо, яка сама 
 5 
по собі утворює просту деформацію. Таким чином, напружений стан, 
що з’являється у стержні при складному завантаженні, можна здобути 
сумуванням напружених станів, спричинених окремими простими 
навантаженнями. 
Кожне з шістьох внутрішніх зусиль пов’язано з виникненням 
відповідних напружень. Поздовжня сила N  і згинальні моменти 
yx MM ,  приводять до появи нормальних напружень  , крутний момент 
кM  та поперечні сили yx QQ ,  дають дотичні напруження  . 
Тому напружений стан в окремій точці перерізу бруса при 
складному деформуванні може бути  
 простим, якщо діють лише нормальні   або дотичні напруження 
 ; 
 складним, коли спостерігається одночасна дія обох типів 
напружень. 
В обох випадках у довільній точці перерізу сумарні нормальні   
та дотичні   напруження визначаються як векторні суми компонент у 
відповідних напрямках: 
 
     
     .
;
кyx
yx
MQQ
MMN




 
 
Принцип суперпозиції може бути застосований також і для 
визначення деформованого стану стержня в умовах складного 
навантаження. Наприклад, прогини та кути поворотів перерізів стержня 
підраховуються у різних координатних площинах при простих 
навантаженнях, а їх результат поєднується у геометричну суму: 
 
.
;
22
22
yx
yx fff
 

 
 
1.2 Методика розрахунків на міцність 
У випадку складного деформування стержня, як і у разі простого 
деформування, стратегічними питаннями є: 
 6 
 визначення небезпечного перерізу; 
 виявлення в межах цього перерізу небезпечної точки; 
 формування умов міцності для цієї точки. 
Для визначення небезпечного перерізу за допомогою методу 
перерізів виявляють розподіл внутрішніх силових факторів 
кyxyx MMMQQN ,,,,,  вздовж осі стержня. Оскільки напруження 
   yx QQ  ,  (а в окремих випадках і  N ), як правило малі, то для 
виявлення небезпечного перерізу у першу чергу використовують епюри 
згинальних та крутних моментів кyx MMM ,,  у співставленні з 
розташуванням перерізу стержня. Те ж свідчать і енергетичні методи 
опору матеріалів , бо у разі дії згинальних та (або) крутних моментів 
понад 98 %  енергії поглинають саме ці деформації. 
У разі, якщо переріз має форму кола або кільця, небезпечний 
переріз визначається однозначно за допомогою еквівалентного моменту 
за будь-якою теорією міцності. Якщо переріз стержня має іншу форму, 
то може виникнути потреба дослідити декілька потенційно небезпечних 
перерізів з максимальними комбінаціями внутрішніх силових факторів в 
різних головних площинах. 
Визначення небезпечної точки базується у першу чергу на 
інформації про внутрішні зусилля у перерізі, яку надають епюри 
кyxyx MMMQQN ,,,,, . Спираючись на закони розподілу напружень від 
кожного силового фактору  і використовуючи формули підрахунку 
сумарних (простий напружений стан) або еквівалентних напружень (у 
разі складного напруженого стану) визначають найбільш небезпечну 
точку перерізу. 
Найбільш напружена точка відзначається максимальними 
значеннями сумарних чи еквівалентних напружень. 
Формування умов міцності для найбільш напруженої точки 
залежить від типу її напруженого стану. Якщо в точці мають місце лише 
нормальні напруження , які сумуються алгебраїчно, то умови міцності 
набувають вигляду: 
 
         yx MMN  
 
аналогічно щодо дотичних напружень 
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         кyx MQQ . 
 
Коли у точці перерізу діють сумісно і нормальні, і дотичні 
напруження  (складний напружений стан), то для запису умови міцності 
використовується певна гіпотеза міцності . У цьому випадку в точці 
спочатку треба визначити сумарні компоненти  , , які й 
використовуються в умові міцності, сформульованій на базі відповідної 
гіпотези: 
 
     ,fекв  
 
Наприклад, при використанні гіпотези найбільших дотичних напружень 
(III гіпотеза міцності) 
 
   22 4ІІІекв  
 
 
або гіпотези питомої потенціальної енергії формозміни (IV гіпотеза 
міцності) 
 
   22 3ІVекв  
 
 
1.3 Просторове та косе згинання 
Згинання називають косим, якщо усі навантаження діють у одній 
(силовій) площині, яка перетинає вісь балки , але не включає жодної з 
головних центральних осей інерції перерізу. 
Якщо силових площин дві і більше, то таке згинання називається 
просторовим. 
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Рисунок 1 
 
Розрахунки балок, які знаходяться в умовах косого або складного 
згинання, можна звести до сумісної дії двох плоских згинань у головних 
площинах. Для цього навантаження, що діють у довільних силових 
площинах треба спроектувати до головних площин  YOZ ,  XOZ  (рис. 
1б). Таким чином,  у будь-якому перерізі балки виникають чотири 
внутрішні силові фактори: xyyx QMQM ,,, . 
Треба зазначити, що в даному методичному посібнику ми свідомо 
не торкаємося питань згинання тонкостінних відкритих профілів ( з 
однією віссю симетрії або без неї) , для яких поперечні сили, що 
проходять крізь центр ваги перерізу, породжують систему 
неврівноважених дотичних напружень. Останні утворюють крутний 
момент кM , що зумовлює вільне або стиснуте кручення. 
У практичних розрахунках на міцність для більшості перерізів 
малими дотичними напруженнями    yx QQ  , , як правило нехтують. 
Таким чином, врахують лише нормальні напруження від дії згинальних 
моментів yx MM , . 
Незважаючи на загальні підходи до рішення задач косого і 
складного згинання, є деякі відмінності у цих випадках складного 
опору: 
а) при косому згинанні деформована вісь бруса є плоскою кривою, 
а при складному згинанні – просторовою; 
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б) згинальні моменти yx MM ,  у випадку косого згинання 
набувають максимальних значень в одному перерізі, а якщо згинання 
складне, - здебільшого в різних. 
Розглянемо жорстко затиснуту консольну балку, навантажену на 
вільному кінці силою F , яка лежить у силовій площині, нахиленій під 
кутом   до головної площини  YOZ  (рис. 2а). 
Розкладемо зусилля F  по головних осях перерізу і, таким чином, 
зведемо задачу косого згинання до комбінації двох плоских згинань у 
головних площинах  YOZ  та  XOZ . 
.sin
,cos


FF
FF
x
y


            (1) 
 
Рисунок 2 
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У довільному перерізі z  згинальні моменти визначаються за 
співвідношеннями: 
 


sin
cos
FzzFM
FzzFM
xy
yx


           (2) 
 
Максимальні значення вони набувають у перерізі OO  , при 
maxz , який є найбільш небезпечним. 
 
.sin
,cos
max
max




FM
FM
y
x


           (3) 
 
Обчислимо напруження в точці K  довільного перерізу, яка 
знаходиться у першому його квадранті (рис. 2б): 
 
 
  K
y
y
y
K
x
x
x
x
I
M
M
y
I
M
M




             (4) 
 
Оскільки тип напружень від дії згинальних моментів yx MM ,  
однаковий (рис. 2б) , їх можна алгебраїчно просумувати: 
 
    K
y
y
K
x
x
yx
K x
I
M
y
I
M
MM             (5) 
 
Усі складові співвідношень (5) (згинальні моменти та координати) 
будемо вважати додатними, а знак приписувати кожному сполучнику 
окремо, зважаючи на деформації у відповідному квадранті. 
Аналізуючи розподіл нормальних напружень у перерізі (рис. 2б), 
робимо висновок, що нульові напруження можуть знаходиться лише у 
точках другого та четвертого квадрантів.  
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Позначимо координати 00 , yx  точки з напруженнями 0  (рис. 
3), тоді з формули (5) маємо: 
 
000  x
I
M
y
I
M
y
y
x
x  .           (6) 
 
Це рівняння є рівнянням прямої, що проходить крізь початок 
координат (центр ваги перерізу) і квадранти з різними знаками 
нормальних напружень. Така лінія називається нейтральною. 
Кутовий коефіцієнт цієї прямої: 
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x
x
y
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0tg             (7) 
 
 
Рисунок 3 
 
Якщо зважити, що з формул (2) 
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то остаточно 
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 tgtg
y
x
I
I
 .            (8) 
 
Таким чином, нейтральна лінія завжди відхиляється від осі X  на 
кут   в ту ж сторону, в яку слід силової площини відхиляється від осі 
Y  на кут   (рис.3). Різниця між цими кутами залежить від 
співвідношення осьових моментів інерції перерізу. Наприклад, якщо 
прийняти 045 , а співвідношення 4411
y
x
I
I
 (що відповідає 
двотавру), легко підрахувати кут  , який коливається між 85÷89 
градусами. 
То ж у випадку косого або просторового згинання для перерізів 
( yx II  ) нейтральна лінія не є ортогональною до сліду площини pp   
дії згинального моменту. Ця обставина є характерною рисою косого 
згинання. І навпаки, якщо головні моменти інерції однакові ( yx II  ), 
косе згинання унеможливлюється, бо кути   і   стають рівними, тобто 
нейтральна лінія стає ортогональною до сліду силової площини, а це є 
ознакою прямого згинання. Так відбувається у разі, якщо переріз балки 
є кругом, кільцем, квадратом і т.п. 
Для визначення найбільш небезпечних точок ( у розтягнутій та 
стислій зонах) у випадку довільного перерізу проведемо дві паралельні 
до нейтральної лінії прямі, які дотичні до контурних точок перерізу. У 
створі між цими прямими будується епюра сумарних нормальних 
напружень. 
Точки 1 та 2 є найбільш віддаленими від нейтральної лінії і тому 
найбільш напруженими (рис.3). У нашому прикладі в точці 1 діють 
максимальні розтягуючі, а у точці 2 – стискаючі напруження.  
Таким чином, умови міцності для перерізу мають вигляд:  
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де    та    – допустимі напруження розтягання та стискання 
відповідно. 
Якщо переріз має дві вісі симетрії, наприклад прямокутник, то 
співвідношення (9) дещо скорочуються: 
 
 
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         (10) 
В цих виразах 
 
,,
maxmax x
I
W
y
I
W
y
y
x
x          (11) 
 
де maxmax , xy  – координати найбільш віддалених від нейтральної лінії 
точок. 
У випадку, якщо матеріал стержня має однакову міцність на 
розтягання і стискання, тобто         , то умови (10) 
перетворюються: 
 
 .21max  
y
y
x
x
W
M
W
M
         (12) 
 
Зрозуміло, що найбільші напруження будуть спостерігатись у 
найбільш небезпечних перерізах, де згинальні моменти набувають своїх 
максимальних значень. 
Відносно складових напруження max  у виразах (10) та (12) 
можна зробити наступні спостереження. У перерізах, де yx II   
 yx WW  , що опиняються в умовах косого або просторового 
згинання, можна говорити про наявність «сильної»  YOZ  та «слабкої» 
 XOZ  площин перерізу. Тому дія малого згинального моменту у 
«слабкому» напрямку може привести до появи більших напружень, ніж 
при дії значного моменту у «сильній» площині. 
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Доречи, якщо переріз балки має виступаючі кути і може бути 
вписаний в прямокутник, то незалежно від положення нейтральної лінії 
найбільш віддаленими точками будуть відповідні кутові. У таких 
випадках, для розрахунків максимальних напружень у перерізі 
визначення положення нейтральної лінії втрачає сенс. 
Добір перерізів при косому та просторовому згинанні – задача 
більш складна, ніж при прямому плоскому згинанні. При її розв’язанні 
треба задатися відношенням моментів опору: 
.c
W
W
y
x                     (13) 
 
Тоді, з урахуванням (13), умова міцності (11) буде мати вигляд: 
 
  ,max  


x
yx
W
cMM
                  (14) 
 
а моменти опору визначаються наступним чином: 
 
 
.;
c
W
W
cMM
W xy
yx
x 



          (15) 
 
У випадку просторового згинання, якщо згинальні моменти 
набувають максимальних значень у двох різних перерізах, задача 
вирішується за допомогою метода спроб з послідуючою перевіркою. 
Перша спроба виконується у перерізі, де діє максимальний за 
абсолютною величиною момент. У іншому (другому) перерізі 
обов’язково виконується перевірка. 
 
Приклад 1 
Визначити номер двометрової консольної балки (рис. 4) з умови 
міцності, якщо    МПа160 , 030 ,  
м
kH10kH,25,kH10 21  qFF . 
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Рисунок 4 
 
Двотаврова балка знаходиться в умовах складного (просторового) 
згинання, бо згідно зі схемою навантаження (рис. 4) можна визначити 
дві силові площини, які перетинають поздовжню вісь двотавру. Одна з 
цих площин співпадає з головною центральною площиною  YOZ , інша 
нахилена до горизонту під кутом 030 . 
 Розкладемо зусилля 21, FF  по головним осям перерізу, та зведемо 
складне згинання до двох плоских згинань в площинах  YOZ  (рис. 5а) 
та  XOZ  (рис. 5б). 
 
.kH65,21cos
;kH5,12sin
;kH67,8cos
;kH5sin
22
22
11
11








FF
FF
FF
FF
x
y
x
y
 
 
У кожній площині збудуємо епюри згинальних моментів. Дією 
поперечних зусиль будемо нехтувати. 
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Найбільший за модулем згинальний момент kHм5,17xM  
досягається в  перерізі О, тому першу спробу добору двотавру зробимо 
саме для цього перерізу. Проаналізуємо напружений стан перерізу. З 
розподілу згинальних моментів у перерізі О визначимо знаки 
нормальних напружень у різних квадрантах перерізу (рис. 6).  
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Рисунок 6 
 
Зважаючи на правила знаків для згинальних моментів, можна 
констатувати, що у площині  YOZ  в зону стискання потрапляють нижні 
волокна перерізу (волокна з від’ємною координатою у). У площині 
 XOZ  стислими є ліві волокна, або волокна з від’ємною координатою х 
(рис. 6). При лінійному розподілі нормальних напружень вздовж 
координат перерізу маємо дві найбільш напружені точки 1 та 2, для 
яких складемо умову міцності. Оскільки 21max   , то 
 
  
y
y
x
x
W
M
W
M
max  
 
Аналізуючи співвідношення c
W
W
y
x   для двотаврів, можна дістати 
висновку, що середнє значення коефіцієнта 8c , тому 
 
 
.
8

yx
x
MM
W
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Для перерізу О теоретично необхідний момент опору дорівнює: 
 
 
  336
6
3
см325м10325
10160
1031,485,17



 OWx . 
 
Для перерізу В теоретично необхідний момент опору дорівнює: 
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 
  336
6
3
см496м10496
10160
1067,8810



 BWx . 
 
 В якості моменту опору двотавру, що відповідає умові міцності в 
обох перерізах необхідно обирати більший з двох можливих: 
 
     3см496;max  BWOWW xxx . 
 
З таблиць сортаменту добираємо найближчий більший двотавр 
№30а, який має наступні характеристики: 
3344 1,60;518;436;7780 смWсмWсмIсмI yxyx  . 
Тоді у перерізі В (рис. 7) максимальні напруження в точках 3,4 
становлять: 
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Перенавантаження складає: 
 
 
%9,1%100
160
160163
%100max 






 , 
що цілком допустимо. 
Розподіл напружень в поперечному перерізі має вигляд: 
 
Рисунок 7 
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Визначаючи переміщення f  та кути повороту   перерізів при 
косому та просторовому згинанні, також виходимо з принципу 
незалежності дії сил. Обчислюємо ці величини в кожній з головних 
площин  YOZ  та  XOZ , а результати сумуємо геометрично. 
Таким чином, повний прогин і кут повороту визначаються 
формулами: 
 
.22
22
yx
yx fff
 

                 (16) 
 
Як приклад, обчислимо прогин вільного кінця консолі, 
навантаженою силою (рис.2а). Ці переміщення можна знайти багатьма 
способами (метод початкових параметрів, інтеграл Максвелла – Мора, 
спосіб Верещагіна і т.п.), які дають однакове рішення для прогину f  
[1]: 
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                     (17) 
 
Як і раніше розкладемо силу F  по головним осям. Тоді в площині 
 YOZ               маємо 
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відповідно у площині  XOZ  
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F
f
3
3
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Утворимо співвідношення 
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Порівнюючи його з (8), достаємо висновку: 
 tgtg  . 
Якщо зважити, що кути   та   відлічуються від взаємно 
ортогональних напрямків (осей X  та Y  відповідно), маємо    
(рис. 8) 
 
Рисунок 8 
 
тобто напрямок повного прогину у випадку косого та просторового  
згинання завжди ортогональний до нейтральної лінії перерізу. Тому для 
визначення цього напрямку необхідно попередньо знайти положення 
нейтральної лінії для будь-якого за формою перерізу. 
 
Приклад 2 
Розглянемо двотаврову балку №70, завантажену силою посередині (рис. 
9). 
 
Рисунок 9 
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З таблиць сортаменту для двотаврів геометричні характеристики 
поперечного перерізу: ;см2730;см134600;см176 442  yx IIA   
.см260;см3840 33  yx WW  
Легко підрахувати опорні реакції, що становлять половину від 
сили          (завдяки симетрії системи). Тоді при прямому згинанні 
 
42
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FRM x  . 
 
Максимальні напруження на полицях двотавру дорівнюють: 
 
xx
x
W
F
W
M
4
.пр
max.пр
max

 . 
 
Максимальний прогин (у напрямку осі y ) посередині балки (переріз С) 
підраховується як [1] 
 
x
y
EI
F
f
48
3
.пр  . 
 
 Припустимо, що при монтажі балки була зроблена невелика 
похибка у 02 , на які стійка профілю відхилилася від вертикалі (рис. 
10). Завдяки цьому маємо класичний випадок косого згинання. 
 
 
Рисунок 10 
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Розкладемо силу F  по головних осях перерізу. 
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Розрахункові схеми навантаження в площинах  YOZ  та  XOZ  
під дією сил xy FF ;  відповідно є подібними до схеми прямого згинання 
(рис. 9). Максимальні згинальні моменти у перерізі С дорівнюють: 
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а максимальні напруження при косому згинанні 
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Співвідношення  
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вказує на зростання напружень при косому згинанні більше ніж у 
півтори рази (на 51,4 %). Згідно з формулою (16) повний прогин f  при 
косому згинанні є геометричною сумою прогинів yx ff ,  у головних 
площинах перерізу (рис. 11) Напрям повного прогину косf  лежить на 
перпендикулярі до нейтральної лінії. 
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Рисунок 11 
 
Підрахуємо спочатку кут нахилу нейтральної лінії. Згідно з (7) 
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Таким чином, напрямок повного прогину косf  при косому згинанні 
відхилився від вертикалі на о60 . Підрахуємо повний прогин та 
порівняємо його з прогином при прямому згинанні. 
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Розрахунок свідчить, що у разі косого згинання прогини 
зростають майже вдвічі (на 99 %) для перерізів у яких yx II  . 
Слід зауважити, що приведені результати мають місце для 
геометрично лінійної постановки задачі з малими переміщеннями, які 
розподіляються згідно з диференціальним рівнянням зігнутої осі балки 
[1]. 
Якщо прогини f  близькі до розмірів перерізів, то треба 
використовувати точне рівняння зігнутої осі балки, що забезпечує 
нелінійний зворотний зв'язок між згинальними моментами та прогинами 
балки: 
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1.4 Сумісна дія просторового згинання з розтяганням 
(стисканням) 
Для отримання цього виду складного деформування стержня дещо 
ускладнімо розрахункову схему косого або просторового згинання, 
додавши до неї осьове навантаження силою 2F  (рис. 12).  
Розклавши, як і раніше, зусилля 1F  по головних осях X та Y 
 
   sin11 FF x  ;        cos11 FF y   
 
у довільному перерізі Z  балки маємо дію двох згинальних моментів 
xM , yM  та поздовжньої сили N  (рис.13а). Напрямок їх дії показаний 
на рис. 13б. 
 
Рисунок 12 
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Рисунок 13 
 
 Малими дотичними напруженнями від дії поперечних зусиль xQ , 
yQ  (як і у випадку косого або просторового згинання) будемо 
нехтувати. 
Внутрішні зусилля перерізу (рис.13б) приводять до появи нормальних 
напружень, розподіл яких наведено на рис. 14. 
 
 
Рисунок 14 
 
Таким чином, у довільній точці перерізу маємо простий (лінійний) 
напружений стан. 
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yx   .       (19) 
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Як і у рівняннях (5), знаки приписуємо кожному сполучнику 
формули (19) окремо, залежно від деформації відповідного квадранту 
переріза. 
Умови міцності для цього виду деформованого стану можна 
сформулювати наступним чином: 
а) якщо матеріал стержня має різну міцність на розтягання – 
стискання: 
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де  maxmaxmaxmax ,,, xyxy  – координати найбільш віддалених від 
нейтральної лінії точок у розтягнутій та стислій зоні відповідно. 
б) у разі однакового опору розтяганню (стисканню), тобто коли 
         
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в) для перерізу, що має дві осі симетрії 
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а у разі, якщо          
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д) для перерізу, що має форму кола або кільця, завдяки 
співвідношенням 
 
22
yxи MMM  ; WWW yx   
 
вирази умови міцності набувають вигляду: 
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а при          
 
  
W
M
A
N и
max .       (21.2) 
 
При сумісній дії розтягання (стискання) та складного або косого 
згинання нейтральна лінія є також прямою, але такою, що не перетинає 
центр ваги перерізу (початок координат) завдяки наявності  N  (рис. 
14). Неважко це встановити і математично, якщо вважати 00 , yx  
координатами точки, яка належить до нейтральної лінії. Тоді з (19) 
витікає рівняння цієї прямої: 
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Шляхом алгебраїчних перетворень зведемо (22) до рівняння прямої у 
«відрізках на координатних осях»  
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Таким чином, у даному випадку складного опору нейтральна лінія є 
прямою, яка проходить крізь квадранти з різними знаками нормальних 
напружень і відсікає відрізки: 
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a  ;         (24) 
 
на відповідних координатних осях. 
 Добір розмірів перерізу при сумісній дії згинання та розтягання 
(стискання) проводиться спочатку без впливу поздовжньої сили N . 
Наприклад, для бруса круглого перерізу момент опору має дорівнювати: 
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Для бруса прямокутного або двотаврового перерізу 
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Співвідношенням 
x
y
W
W
c   треба задатися. Так, для прямокутного 
перерізу 
b
h
W
W
c
x
y
 , для двотаврової балки приймають середнє 
відношення 155c  і знаходять потрібний номер двотавра методом 
послідовних наближень. Першу спробу роблять по найбільшому за 
модулем згинальному моменту. Друга спроба, у випадку складного 
згинання, повинна перевірятися з урахуванням іншої складової 
згинального моменту та додаткових напружень від поздовжньої сили 
 N . Допустиме перевантаження не повинно перевершувати 5 %. 
 Одержані співвідношення (19) – (26) легко поширюються на 
окремий випадок сумісної дії плоского згинання та розтягання  
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(стискання). Для цього в зазначених рівняннях треба прийняти 0xM  
(або 0yM ). 
 
 
 
Приклад 3 
 Доберемо номер двотаврової стійки, нахиленої до горизонту під 
кутом о30  під дією сили kH100F  (рис. 15а). Нехай допустимі 
напруження для сталі становлять   МПа160 . 
 
 
 
 
Рисунок 15 
 
Будемо вважати, що навантаження здійснюється в площині  YOZ , яка є 
головною площиною балки.  
 Проектуючи силу F  на головні осі Y  та Z  (рис. 15б), маємо 
сумісну дію плоского прямого поперечного згинання в площині  YOZ  
під дією проекції kH8630coscos о  FFFy   та розтягання балки у 
перерізах ділянки ВС від сили  kH5030sinsin о  FFFz  . 
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Рисунок 16 
 
 Аналіз епюр згинального моменту xM  та поздовжньої сили N  
свідчить, що найбільший навантажений переріз розташований у точці С 
справа (рис. 16). Орієнтація внутрішніх зусиль та розподіл нормальних 
напружень у цьому перерізі (рис.17) вказують, що алгебраїчна сума 
напружень найбільша у точках нижньої полиці двотавру. Для них з 
умови міцності при згинанні  зробимо першу спробу добору перерізу: 
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Рисунок 17 
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 Із сортаменту для двотаврів знаходимо найближчий більший за 
моментом опору. Це двотавр № 18, який має  
23 см4,23;см143  AWx . 
 Перевіримо добір з урахуванням напружень розтягання від 
поздовжньої сили kH50N . 
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Перенапруження для даного двотавра становить 7,3 % 5 %. Тому 
треба збільшити номер двотавра і призначити наступний – 18а, для 
якого ;см159 3xW
2см4,25A . 
У цьому разі 
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1.5 Позацентрове розтягання – стискання бруса 
 Окремим випадком сумісної дії згинання та розтягання 
(стискання) є так зване позацентрове розтягання (стискання). Такий вид 
складного опору має місце, якщо на брус довільного перерізу діє сила 
F , паралельна до осі бруса Z, що прикладена у точці Р, яка не співпадає 
з центром ваги перерізу (рис.18). Точку Р з координатами PP yx ,  
називають полюсом, а найкоротшу відстань від неї до центру ваги 
перерізу – ексцентриситетом 
22
PP yxe  . 
Для того щоб зробити висновки щодо напружено – 
деформованого стану бруса необхідно привести позацентрову силу F  
до центра ваги перерізу. Згідно з законами теоретичної механіки, при 
паралельному переносі сили в площині переносу з’являється 
додатковий момент, рівний добутку сили з плечем переносу. 
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Рисунок 18 
 
  
 Приведення сили F  до центра ваги О можна здійснити у два 
етапи (рис.19). 
 
 
Рисунок 19 
 
 Спочатку перенесемо силу F  в площині паралельній  YOZ  на 
відстань Py  з точки P до точки С. У площині переносу з’являється 
момент Px yFM  . 
Наступним кроком є перенос сили F  (і моменту xM ) на відстань 
Px  з точки С до точки О. Цей перенос здійснюється у площині  XOZ , 
тому в точці О з’являється момент Py xFM  . 
Момент xM , згідно з аксіомою теоретичної механіки, може бути 
перенесеним до будь якої точки конструкції без порушення її загальної 
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рівноваги. Перенос моменту здійснюється паралельно площині його дії 
без зміни величини та напряму повороту. 
 Таким чином в центрі ваги перерізу діють три силові фактори: 
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         (27) 
 
 Із виразів (27) випливає незмінність внутрішніх зусиль уздовж осі 
Z . У разі позацентрового розтягання (стискання) усі перерізи стержня є 
рівнонебезпечними.  
 Отже, напружений стан у довільній точці перерізу В складається з 
напружень від поздовжньої сили N  та напружень від чистого згинання 
моментами xM , yM  згідно з (19) та з урахуванням (27) 
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де 
A
I
i
A
I
i
y
y
x
x  ,  – радіуси інерції відносно головних осей 
перерізу X та Y відповідно. 
 Для пошуку небезпечної точки у разі складного профілю перерізу, 
треба побудувати нейтральну лінію. Небезпечною буде точка, 
найвіддаленіша від нейтральної лінії. 
 Оскільки нейтральна лінія, за її визначенням, є геометричним 
місцем точок з нульовими напруженнями 0 , то з (28) випливає 
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де 00 , yx  – координати точки, що належить до нейтральної лінії. 
Рівняння нейтральної лінії 
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Відрізки, що відсікає нейтральна лінія на координатних осях, 
відповідно дорівнюють 
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Співвідношення (30) також можна здобути із (24) за допомогою 
підстановки (27). Треба зазначити, що формули (24) мають більш 
широкий спектр дії, ніж (30). Наприклад, якщо до конструкції 
прикладено декілька позацентрових навантажень, то поздовжня сила N  
і згинальні моменти xM , yM  у (24) є алгебраїчними сумами 
відповідних компонентів у перерізі. 
 Із залежностей (30) випливає, що нейтральна лінія перетинає 
координатні осі в точках, які належать квадрантам, протилежним тому, 
де знаходиться полюс Р (рис. 20). 
 
 
Рисунок 20 
 
Якщо проведемо паралельно до нейтральної лінії дотичні до 
контуру перерізу в обидва боки, знайдемо найбільш напружені точки K 
та L у розтягнутій і стислій зонах перерізу відповідно (рис. 20). Якщо 
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позначити  KK yx ,  та LL yx ,  координати точок K і L відповідно, то 
умови міцності для них мають вигляд: 
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З урахуванням (27) умови (31) тотожні умовам (20). Тому, при 
різних формах перерізів і властивостей матеріалу, в разі позацентрового 
розтягання (стискання) треба користуватися раніше наведеними 
сполученнями (20-21.2). 
 Аналізуючи співвідношення (30) можна дістати висновку, що 
нейтральна лінія не завжди перетинає переріз та не проходить через 
центр ваги перерізу. 
Якщо полюс співпадає з центром ваги ( 0 PP yx ), то 
нейтральна лінія проходить у нескінченості (напруження розподілені 
рівномірно по площі перерізу і мають один знак). Із збільшенням 
ексцентриситету „е” нейтральна лінія наближається до перерізу і у 
певний момент стає дотичною до нього. Таке значення „е” вказує на 
межу ядра перерізу. При подальшому збільшенні ексцентриситету 
нейтральна лінія перетне переріз і розподілить його на зони з різними 
знаками напружень (рис. 20). Це важливо для стержнів з крихких 
матеріалів, що погано чинять опір розтяганню (наприклад, чавун, бетон 
і т.п.). 
 Отже, ядром перерізу називають замкнену зону навколо центра 
ваги перерізу, яка має таку властивість: якщо позацентрове 
навантаження розміщене в зоні ядра, то нормальні напруження в 
усіх точках перерізу мають однакові знаки. 
 Для побудови ядра перерізу задаються різними положеннями 
нейтральної лінії, дотичними до контуру перерізу, і обчислюють за 
допомогою (30) координати відповідних граничних точок ядра (точок, 
до яких має бути прикладена позацентрова сила) 
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При обертанні нейтральної лінії навколо фіксованої точки контуру 
перерізу, полюс переміщується вздовж прямої лінії. 
 
Приклад 4 
Як приклад розрахунків на позацентрове розтягання (стискання), 
доберемо допустиме значення сили F , яку прикладено до колони (рис. 
21) і визначимо ядро перерізу. Будемо вважати, що матеріал колони має 
різний опір на розтягання і стискання, тому   МПа100 , 
  МПа500 . Розміри перерізу колони наведені на рис. 21. 
 
 
Рисунок 21 
 
Для проведення розрахунків на позацентрове розтягання 
(стискання) першочергово необхідно визначити геометричні 
характеристики поперечного перерізу відносно головних центральних 
осей інерції (осьові моменті інерціїї, радіуси інерції, площу перерізу). 
Спочатку для складного перерізу бруса визначаємо положення 
центру ваги. Для цього складний профіль переріза розіб’ємо на два 
прямокутника з власними центральними осями 11; CC YX  та 22; CC YX  
відповідно (рис. 22). Збіг центральних осей Y  свідчить про наявність 
симетрії у перерізі. А якщо ось Y  – ось симетрії, то вона є головною 
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центральною віссю перерізу, центр ваги якого знаходиться на цій осі. 
Тому інша координата центру ваги 0CX . 
Залишається визначити розташування центру ваги вздовж осі Y . Для 
цього скористаємося співвідношенням: 
 




2
1
2
1
i
i
i
Cii
C
A
yA
y                    (33) 
 
де iA  – площа кожної складової перерізу, 
    Cii yA  – статичний момент площі, відносно осі X , 
    Ciy  – координата центра ваги складової площі перерізу. 
 
 
Рисунок 22 
 
Для застосування формули (33) треба обрати опорну вісь X , відносно 
якої підраховується сумарний статичний момент перерізу.  
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Отриманий результат відкладаємо від опорної осі X  (рис. 22). Таким 
чином центр ваги всього перерізу знайдено і, одночасно, визначена 
система головних центральних осей перерізу CCOYX . 
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Сумарна площа перерізу визначається як алгебраїчна сума площ 
окремих частин: 
.см15232120 2
2
1
 
i
iAA  
Осьові моменти інерції перерізу відносно головних центральних осей 
інерції визначаються за виразами [1]: 
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де 
CiX
I , 
CiY
I – моменти інерції складової перерізу, підраховані відносно 
власних центральних осей; 
ia  – відстань між осями CiX  та CX ; 
см;7,8;см3,2 2211  CCCC yyayya  
ib  – відстань між осями CiY  та CY . Для перерізу з віссю симетрії 
CiC YY  , 0ib  
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У системі головних центральних осей інерції полюс (точка, де 
прикладена сила F ) має координати см.0,3см;7,7  PP xy  
Наступним кроком до вирішення задачі має бути приведення сили 
F  з полюса до центра ваги переріза – точки O . На рис. 23 в цій точці 
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з’являється окрім сили F  ще й два моменти: Py FxM   у площині 
OZXC  та Px FyM   у площині OZYC . 
 
 
Рисунок 23 
 
Таким чином маємо: 
 
.
;0,3
;7,7
FN
FFxM
FFyM
Py
Px



                   (35) 
 
Силові фактори (35) діють у будь-якому перерізі колони і призводять до 
появи нормальних напружень, розподіл яких приведено на рис. 23. З 
цього розподілу витікає, що точки першого квадранту (де розташований 
полюс) мають напруження одного знаку (від’ємні). То ж нейтральна 
лінія має пройти крізь другий, третій та четвертий квадранти (рис. 24). 
 
 
Рисунок 24. 
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Згідно (30) підрахуємо відрізки xa  та ya :  
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Таким чином, рівняння нейтральної лінії згідно з (29) стає: 
 
1
3,26




xy
 
 
або після алгебраїчних перетворень доведемо його до стандартного 
виду 0 CByAx : 
 
0661,2  yx .                   (36) 
 
 Нейтральна лінія розподіляє переріз на дві зони. У зоні 
стискаючих напружень найбільш віддаленою є кутова точка L  (рис. 24). 
Найбільш віддаленою точкою у зоні розтягуючих напружень можуть 
бути кутові точки J  або K , в залежності від нахилу нейтральної лінії 
до координатних осей CY  та CX . 
 Питання про найбільшу відстань від нейтральної лінії для точок J  
і K  можна розв’язати трьома способами: 
а) графічно викреслити у відповідному масштабі переріз колони, 
провести нейтральну лінію з урахуванням відрізків xa , ya  та за 
допомогою лінійки визначити найбільш віддалену точку; 
б) визначити за допомогою співвідношень аналітичної геометрії 
найкоротші відстані від точок J  і K  до нейтральної лінії. Підрахунок 
здійснюється за формулою: 
 
22
00
BA
CByAx




  ,                   (37) 
 
де    – найкоротша відстань від точки до прямої, 
00 , yx  – координати точки. 
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Знак перед радикалом у знаменнику є протилежним до знаку 
коефіцієнта С  [2]. 
Наприклад, для точки K  ( cм7,7,cм0,8  KK yx ) 
 
 
;см56,2
161,2
67,71861,2
22



K  
 
для точки J  ( cм3,12,cм0,3  JJ yx ) 
 
   
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Таким чином, найвіддаленішою точкою в розтягнутій зоні є точка J . 
в) записати умови міцності у розтягнутій зоні як для точки J , так 
і для точки K . З умови міцності для найбільш віддаленої точки маємо 
отримати найменше допустиме навантаження. Тож треба скласти умови 
міцності (20) або (31) для т. J  ( cм3,12,cм0,3  JJ yx ) у зоні розтягу, 
та для т. L  ( cм7,9,cм0,8  LL yx ) – у зоні стискання. При складанні 
умов міцності сили, моменти та координати точок будемо вважати 
додатними, а знак напруження приписувати кожному сполучнику, 
згідно деформації у відповідному квадранті (рис. 23). 
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З урахуванням (35) 
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Звідси вираховуємо допустимі зусилля:  
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Якщо записати умови міцності для точки K  ( cм7,7,cм0,8  KK yx ), 
то будемо мати: 
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Цей результат ( допJ
доп
K FF  ) вказує, що у розтягнутій зоні 
найвіддаленіша від нейтральної лінії є дійсно точка J . 
 З отриманих допустимих навантажень згідно з умовами міцності 
обираємо найменшу силу   kH650;;min  LKJ
доп FFFF . 
 Для побудови ядра перерізу треба зробити нейтральну лінію 
дотичною до усіх контурних точок, але так, щоб вона не перетинала 
площу перерізу (рис. 25). 
 
Рисунок 25 
 
 У кожному положенні нейтральної лінії слід підрахувати 
координати відповідного полюсу, згідно з (32). 
Так у положенні 1 
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У положенні 2 
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У положенні 3 
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Положення 4 симетрично відносно положення 2, тому 
 
.0;см86,0 44  PP yx  
 
Поворот нейтральної лінії на 90 градусів супроводжується 
переміщенням полюса по прямим лініям 1–2, 2–3, 3–4, 4–1 (рис. 25). 
 
1.6 Сумісна дія згинання та кручення для стержнів 
круглого або кільцевого перерізу 
 
 У сучасних силових пристроях широко використовується вали – 
циліндричні стержні круглого або кільцевого перерізів, за допомогою 
яких передається та розподіляється потужність (крутний момент) між 
елементами механічної системи. Навантаження на вали з боку зубчатих 
коліс, натягу ременів, власної ваги вала та шківів спричиняють 
просторове згинання і кручення, чи складне згинання, кручення та 
розтягання (стискання). Тому у поперечних перерізах валів виникають 
такі внутрішні силові фактори: yx MM ,  – згинальні моменти, кM  – 
крутний момент, yx QQ ,  – поперечні зусилля, N  – поздовжня сила. 
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 Отже, в будь-якому перерізі можуть одночасно виникнути 
нормальні напруження      NMM yx  ,, , а також дотичні 
напруження  ,xQ   ,yQ   кM . 
 Зазначимо, що у даному випадку, як і при складному згинанні, 
впливом дотичних напружень від поперечних сил можна знехтувати по 
зрівнянню з дотичними напруженнями, спричиненими крученням. 
Якщо відсутні і поздовжні сили N , то у перерізах вала залишаються 
лише згинальні yx MM ,  та крутний кM  моменти. 
Згинальні і крутний моменти діють у трьох взаємно - 
ортогональних площинах. Якщо площина дії моменту проходить крізь 
вісь балки, то такий момент є згинальним. Моменти, що діють у 
площині, ортогональній до осі вала, приводять к його крученню. 
 Наступним кроком до вирішення задачі є визначення 
небезпечного перерізу. Для круглого та кільцевого профілів ця операція 
спрощується завдяки променевій симетрії перерізу. Оскільки усі осі, які 
проходять крізь центр ваги кола або кільця, є головними, то просторове 
згинання можна завжди звести до плоского, у площині дії сумарного 
згинального моменту 
 
22
yxи MMM           (38) 
 
 Це легко пояснити, якщо згадати визначення вектора-моменту M  
пари сил (рис. 26).  
 
 
 
Рисунок 26 
 
Величина цього вектора дорівнює діючому моменту, а його 
напрям ортогональний до площини, у якій розташований момент. 
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Вектор – момент має додатне значення, якщо дивлячись з кінця цього 
вектора, обертання пари сил здійснюється проти годинникової стрілки. 
 Розглянемо, наприклад, переріз вала, і позначимо внутрішні 
моменти (рис. 27). 
 
 
Рисунок 27 
 
Побудуємо вектори – моменти xM  та yM . Згідно з їх визначенням, 
обидва вектори мають розташування у площині перерізу XOY  і можуть 
бути складеними у геометричну суму згідно (38). Кожен з цих векторів 
співпадає за напрямом з нейтральною лінією власного моменту, тому 
вектор-момент иM  вказує спільну нейтральну лінію від одночасної дії 
обох згинальних моментів xM  та yM . Нахил нейтральної лінії 
визначається кутом   
 
x
y
M
M
tg . 
 
Площина дії сумарного згинального моменту иM  ортогональна до 
спільної нейтральної лінії. Точки 1 та 2, що лежать у площині моменту 
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иM , є найбільш віддаленими від нейтральної лінії і мають максимальні, 
рівні за абсолютною величиною напруження. 
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де 3
3
1,0
32
d
d
Wx 

 – осьовий момент опору кола. 
 Розподіл дотичних напружень від дії крутного моменту у тому ж 
перерізі наведений на рис. 28. 
 
 
Рисунок 28 
 
Розподіл  кM  свідчить, що в контурних точках 1 та 2 діють однакові 
максимальні дотичні напруження 
 
   
p
к
кк
W
M
MM  max2,1  ,                  (40) 
 
де xp W
d
W 2
16
3


 – полярний момент опору кола. 
 Таким чином, у точках 1,2 маємо збіг найбільших нормальних та 
дотичних напружень. Напружений стан у цих точках – двохвісний 
(плоский)  иM2,1  ,  кM2,1  , тому для запису умови 
міцності треба використати відповідну гіпотезу міцності. 
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 Будемо вважати, що матеріал вала є пластичним, до якого можна 
застосувати ІІІ або ІV гіпотезу міцності. Тоді формули умови міцності 
для плоского напруженого стану мають такий вигляд: 
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Використовуючи (38) та (39) отримаємо 
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Вирази (41) свідчать, що розрахунок круглих та кільцевих валів при 
сумісній дії згинання та кручення формально зводиться до розрахунку 
на „просте згинання” під дією еквівалентного моменту 
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Таким чином, для визначення найбільш небезпечного перерізу 
слід зробити лише ряд розрахунків. Згідно з (42) треба підрахувати 
величини еквівалентних моментів у всіх потенційно небезпечних 
перерізах. Найнебезпечніший з них має максимальний еквівалентний 
момент. Зазначимо також, що знаки складових моментів (їх напрям) у 
виразах (42) не мають особливого значення, тому при підрахунках, 
перш за все  треба звертати увагу до перерізів з максимальними за 
модулем компонентами. 
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Приклад 5  
 Розглянемо випадок складного опору на прикладі розрахунку 
діаметру вала редуктора (рис 29). Нехай вал редуктора передає 
потужність            кВт100K , яка розподіляється між веденими 
шківами у співвідношенні 1:3, і обертається з кутовою швидкістю 
хв
об955n . Допустиме напруження матеріалу вала   МПа100 . 
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Рисунок 29 
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 Для того щоб зробити розрахунки напружено-деформованого 
стану  будь-якої деталі, треба визначити розподіл внутрішніх силових 
факторів в перерізах цієї деталі. Тому, зовнішні навантаження у вигляді 
сил та моментів, що не діють безпосередньо на розрахунковий об’єкт, 
треба спочатку привести до центру ваги відповідних перерізів деталі. 
 Якщо деталь знаходиться у складі механізму, враховуються лише 
ті навантаження, що діють саме на позначену деталь з боку інших 
відкинутих складових частин механізму. Тому у формуванні 
розрахункової схеми мають бути задіяні як активні, так і реактивні 
зусилля. 
Так тангенціальні сили tS  і tP  (рис.29) є реакціями , діючими на 
ведені шківи О і Е відповідно, з боку відкинутих сателітів. Активні 
зусилля T  і t  прикладені до ведучого шківа С безпосередньо від гілок 
ремінної передачі. 
 Усі прикладені сили діють на відстані радіусів відповідних шківів 
від центрів ваги валу, який підлягає розрахунку. Тож треба перенести ці 
сили до валу за допомогою паралельного переносу. 
 Розглянемо цей процес більш детально. У точці С такий перенос 
треба зробити двічі (рис. 30). 
 
 
Рисунок 30 
 
Перенос сили tT 2  до центра ваги вала на відстань 
2
1D  
супроводжується появою моменту 1zM . 
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Аналогічно, після переносу сили t  з’являється момент 2zM  у 
зворотному напрямку 
 
2
1
2
D
tM z  . 
 
Площину дії моментів 1zM , 2zM  неважко встановити за двома 
напрямками. Перший є напрямком дії сил T  або t  (вісь Y ), другий 
напрямок – плече переносу (вісь X ). Тому площина дії обох моментів 
1zM  та 2zM  є спільною площиною  XOY . Звісно, що у цій площині 
моменти діють відносно осі Z , що підкреслюється індексами моментів. 
 Алгебраїчно сумуючи силові фактори у точці С, маємо: 
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Аналогічна процедура застосовується до сил tS  і tP  (рис. 31) 
 
 
Рисунок 31 
де 
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 Повна розрахункова схема валу ОВСDЕ зображена на рис. 29. 
Крутні моменти zOM , zCM , zEM  приводять до кручення в площині 
 XOY , поперечні сили tP  та tF  згинають вал у площині  YOZ , а 
поперечна сила tS  дає згинання в площині  XOZ . 
 Таким чином маємо сумісну дію кручення та складного згинання, 
що розкладається на два прості згинання у головних площинах валу 
(рис. 29). 
 Оскільки зусилля tF , tP , tS  зв’язані з крутними моментами, 
спочатку визначимо останні 
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З умов задачі 100 % потужності (крутного моменту) розподіляється між 
веденими шківами Е і О у відношенні 1:3 (25 % : 75 %), отже 
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Таким чином у площині  XOY  встановлюється рівновага 
 
0 zEzCzOz MMMM  
 
По знайдених крутних моментах можна побудувати епюру. У перерізах 
21, zz  крутний момент дорівнює:     kHм25,021  zOкк MzMzM , 
а у перерізах 43 , zz :     kHм75,043  zEкк MzMzM . 
 З співвідношень (43), (44) визначаємо окружні зусилля 
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 Для побудови епюри згинального моменту xM  у площині  YOZ  
треба спочатку врівноважити вал, тобто визначити реакції DyBy RR ,                          
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Згинальні моменти в перерізах вала підраховуються наступним 
чином: 
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 Аналогічну процедуру можна застосувати до побудови епюри 
згинального моменту yM  в площині  XOZ . Але у даному випадку її 
можна дещо скоротити, спираючись на правила побудови епюр. 
Наприклад, в перерізі 1z  згинальний момент yM  не залежить від 
реакцій опор і визначається дією зусилля tS          
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У перерізі 4z  згинальний момент відсутній взагалі   04 zM y , а в 
перерізі 3z  момент є лінійною функцією реакції DxR . Він змінюється від 
нульового значення у точці, де прикладена сила (плече сили дорівнює 
нулю), до значення моменту на суміжному інтервалі, тобто 
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 Небезпечний переріз визначаємо по найбільшому значенню 
еквівалентного моменту (42). У нашому випадку для перерізу С 
 
kHм67,475,00,15,4 222 IIIеквM  
або 
kHм65,475,075,00,15,4 222 IVеквM . 
 
Для підрахунку діаметру використаємо, наприклад, ІІІ гіпотезу міцності 
(41) 
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Після округлення діаметру до найближчого стандартного значення 
маємо: .мм80d  
 Відомо, що різниця між ІІІ та ІV гіпотезами міцності не 
перевершує сімох відсотків у тому випадку, якщо у перерізі діють лише 
дотичні напруження. У даному прикладі, підрахунок діаметру згідно ІV 
гіпотези міцності дає приблизно ті ж самі результати. 
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1.7 Загальний випадок дії сил на стержень круглого або 
кільцевого перерізу 
 
Розрахункова схема вала редуктора, наведена на рис. 29 
попереднього розділу, коректна, якщо передача зусиль з ведених шківів 
здійснюється фрікційно (за допомогою сил тертя). У разі використання 
у точках О і Е навіть найпростіших зубчатих прямозубих коліс, окрім 
окружних компонентів зусиль tS  та tP  у зчепленні з’являються 
додаткові радіальні компоненти rS  і rP . А якщо використати косозубі 
чи черв’ячні передачі, виникають ще й осьові zS  і zP . Величини 
радіальних та осьових зусиль є похідними від основних, окружних 
компонентів і залежать від геометричних параметрів зубчастих коліс [3] 
,tg;
cos
tg
;tg;
cos
tg






tz
n
tr
tz
n
tr
PPPP
SSSS


                  (48) 
де n  – кут головного профілю зуба (стандартне значення 
о20n ),
 
       – кут нахилу зуба до осі вала ( оо 208   ), середнє значення 
якого становить о15 . 
 При цьому окрім згинання в двох площинах  XOZ  та  YOZ  в 
поперечному перерізі стержня виникає дія поздовжньої сили, що 
спричиняється осьовими зусиллями. Напруження від деформацій 
згинання та розтягання (стискання) діють по нормалі до поперечного 
перерізу. Отже, сумарне нормальне напруження можна визначити як 
алгебраїчну суму окремих компонентів від згинання та від розтягання 
(стискання) –    NMи   . 
Додатково, враховуючи дію кручення, маємо розподіл дотичних 
напружень від кручення. Якщо, як в попередньому розділі, нехтуємо 
дією поперечних зусиль в силу їх малості в круглому або кільцевому 
перерізі, то дотичне напруження можна визначити  кM  . 
Напружений стан при цьому також буде двохвісним або плоским. 
Еквівалентні напруження, згідно з відповідною теорією міцності 
можуть бути записані: 
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Приклад 6  
 Як і в попередньому прикладі вал редуктора передає потужність            
кВт100K , яка розподіляється між веденими шківами у 
співвідношенні 1:3, і обертається з кутовою швидкістю 
хв
об955n . 
Допустиме напруження матеріалу вала   МПа100 . 
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 Розрахункова схема редуктора з косозубими веденими колесами 
наведена на рис. 32. 
Додаткові зусилля з урахуванням (46), (48) дорівнюють 
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 Як і у попередньому прикладі, зробимо приведення усіх діючих 
сил до центрів ваги валу у відповідних перерізах. Перед тим зазначимо, 
що зусилля, прикладені до валу редуктора (рис. 32), можна умовно 
розподілити на дві групи. 
Перша включає ті, що потрапляють до заданих точок, рухаючись 
вздовж лінії власної дії. При такому просуванні сили ніякі додаткові 
моменти не утворюються. У нашому прикладі це радіальні зусилля rS  і 
rP . 
До другої групи належать ті сили, що можуть потрапити до 
центрів ваги валу тільки шляхом паралельного переносу. У цих 
випадках до перенесеної сили треба додати ще й момент, який 
утворюється у площині переносу. Остання визначається за двома 
напрямками: перший – той, у якому діє сила, другий – плече переносу 
(найкоротша відстань від лінії, вздовж якої діє сила, до заданої точки). 
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Обертання утвореного моменту відносно осі, ортогональної до площини 
його дії, здійснюється в напрямку сили. 
  
Рисунок 32 
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Так у точці О перенос сил відбувається за схемою, наданою на рис. 33. 
 
 
Рисунок 33 
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 Розподіл силових факторів в точці Е наведений  на рис. 34. 
 
 
Рисунок 34 
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Переніс зусиль tT 2  та t  до точки С здійснюється так само, як у 
попередньому прикладі (рис. 30). Загальна схема дії сил, зображена на 
рис. 32. 
 Як і у попередньому розділі, розкладемо складне просторове 
навантаження на окремі прості, згідно з принципом суперпозиції. У 
даному випадку, окрім кручення і згинання у двох головних площинах 
валу, при наявності осьових компонентів zS  та zP , з’являються 
додаткові навантаження розтягання і стискання. 
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 Окружні зусилля  tF , tS , tP  є незмінними по відношенню до 
попередньої задачі, тому зберігається і розподіл крутних моментів zOM , 
zCM , zEM . 
 Зміни у розрахункових схемах згинання, у порівнянні з 
попереднім прикладом, потребують перерахунків опорних реакцій та 
перебудови епюр згинальних моментів xM  та yM . 
 Те ж у площині  YOZ  
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Згинальні моменти в перерізах вала підраховуються наступним 
чином: 
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 У площині  XOZ  
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Згинальні моменти в перерізах вала підраховуються наступним 
чином: 
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 Схема дії розтягання-стискання та епюра  поздовжніх сил N  
наведена на рис. 32. Слід нагадати, що для побудови епюри спочатку 
треба урівноважити вал у поздовжньому напрямку, тобто виконати 
умову 
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0 izF . 
 
Реактивне зусилля BH  виникає у точці, де встановлена нерухома у 
даному напрямку опора. З умов рівноваги 0 zBz PHS  дістаємо 
.kH5,7 zzB PSH  
Враховуючи правила знаків для внутрішніх поздовжніх сил, маємо: 
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Для валів круглого поперечного перерізу умови міцності (49) 
набувають вигляду 
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де 
4
2d
A

 , 3
3
1,0
32
d
d
Wx 

, xp Wd
d
W 22,0
16
3
3


 – площа, 
осьовий та полярний моменти опору круглого перерізу відповідно. 
 Рівняння (50) можна використати і у разі кільцевого перерізу, для 
якого геометричні характеристики профілю мають вигляд: 
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, 
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   434
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
, 
 
де 
D
d
c   – співвідношення між внутрішнім d  та зовнішнім D  
діаметрами кільця. 
Пошук небезпечного переріза провадять за допомогою 
обчислення еквівалентних моментів (42), так само, як у попередньому 
розділі. Так у нашому прикладі, використовуючи ІV гіпотезу міцності 
знайдемо, що у перерізі С справа  
 
kHм19,575,075,071,186,4 222
max
IVеквM . 
 
Положення найбільш напруженої точки за аналогією (рис. 27) 
залежить від знака поздовжньої сили. Якщо у перерізі діє розтягувальне 
зусилля 0N , яке дає додатні напруження  N , то найбільші 
небезпечною стає точка 1: 
 
   NMи   11max . 
 
У разі дії стискаючого зусилля 0N  найбільші напруження, за 
модулем, виникають у точці 2: 
 
   NMи   22max . 
 
Зважаючи на те, що для перерізів у вигляді кола та кільця 
 
    ,21 ии MM    
 
можна узагальнити умови міцності в найбільш небезпечній точці для 
будь-якої за знаком поздовжньої сили: 
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 Для спрощення розрахунків обчислення діаметру вала на 
першому етапі проводиться без урахування дії поздовжньої сили. При 
цьому початкове (занижене) значення діаметру визначається за 
формулою (47), яке на другому етапі розрахунків уточнюється за 
вимогами (51). 
Визначимо початкове (приблизне) значення діаметру вала: 
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Після округлення діаметру до найближчого стандартного значення 
маємо: .мм82d  
Проведемо уточнюючі підрахунки. Для цього з визначеним 
діаметром підрахуємо окремі складові напружень у виразі (51). З епюри 
поздовжньої сили визначаємо, що у перерізі С діє зусилля kH5,4N . 
Тоді 
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Згинальний момент у перерізі С: 
 
.kHм15,571,186,4 2222  yxи MMM  
 
Напруження від згинання: 
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Сумарні нормальні напруження: 
 
    МПа9685,014,95max  NMи  . 
 
Максимальні дотичні на контурі переріза С від крутного моменту: 
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Тоді еквівалентні напруження дорівнюють 
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Якщо знайдені еквівалентні напруження не перевищують допустимі 
значення більш ніж на 5 відсотків, приймається визначений діаметр. 
 У разі дії значних поздовжніх зусиль, еквівалентні напруження 
можуть перевищувати допустимі позначки. Тоді слід дещо збільшити 
знайдений діаметр вала і повторити уточнюючі підрахунки в якості 
перевірки. 
 
1.8 Загальний випадок дії сил на брус прямокутного 
перерізу 
 
 У практиці машинобудування досить часто використовуються 
конструкції зібрані з елементів некруглих перерізів. Якщо такий 
елемент знаходиться під дією усіх шістьох компонентів внутрішніх 
зусиль N , yx QQ , , yx MM , , кM , то визначення його напружено-
деформованого стану є досить складною задачею. 
 Особливі складнощі виникають при появі кручення, дотичні 
напруження від якого мають розподіл, залежний від геометричних 
характеристик перерізу. Рішення задач кручення для різних за формою 
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перерізів дають аналітичні та чисельні методи теорії пружності. 
Одержані висновки та основні результати розрахунків можна 
використати в курсі опору матеріалів. 
 Крім того, відсутність аналітичних зв’язків між геометричними 
характеристиками перерізу при згинанні та крученні не дає можливості 
використання зведених величин, таких як еквівалентний момент. 
 Ці обставини унеможливлюють пошук небезпечного перерізу з 
використанням єдиної формули, як у разі круглого або кільцевого 
перерізу стержня. Тому конструкції з елементів некруглого профілю, як 
правило, мають декілька потенційно небезпечних перерізів. У кожному 
з них треба провести власний аналіз напруженого стану і на цій базі 
зробити висновки для конструкції в цілому. 
 Розглянемо приклад просторового бруса прямокутного перерізу 
(рис. 35). 
 
 
Рисунок 35 
 
 Для побудови епюр внутрішніх зусиль введемо правогвинтову 
сталу систему координат  XYZ . Така система може бути перенесена до 
будь-якої точки конструкції без зміни положення координатних осей.  
 Інколи для розв’язання такої задачі використовується рухома 
система координат. Її особливість полягає в тому, що одна з осей 
рухомої системи завжди відслідковує головний напрямок стержня. 
Однак, для вирішення задачі вибір координатної системи принципового 
значення не має. 
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 Проводячи розрахунки на міцність розгалужених механічних 
систем за допомогою метода перерізів, треба дотримуватись наступних 
положень: 
 незалежно від навантаження, кожен прямолінійний елемент 
(стержень) конструкції вважається окремою ділянкою, в межах 
якої треба зробити довільний переріз; 
 для побудови епюр внутрішніх силових факторів на будь-якій 
ділянці треба привести до її початкової точки усі зовнішні сили 
та моменти з відсіченої частини.  
Приведення сил і моментів виконується згідно з правилами 
теоретичної механіки, отже сила до заданої точки може потрапити 
завдяки переміщенню вздовж лінії власної дії, або за допомогою її 
паралельного переносу. В останньому випадку до сили треба додати 
момент, рівний добутку сили з плечем переносу. Площина дії 
утвореного моменту визначається двома напрямками – діючої сили і 
відрізка, вздовж якого відбувається перенос. Сконцентрований момент 
до заданої точки потрапляє без зміни його значення, площини дії та 
напрямку обертання. 
Вибрана у якості приклада просторова статично визначувана 
конструкція (рис.35) має жорстке затиснення переріза О. В центрі ваги 
цього перерізу, у загальному випадку дії сил, виникають шість 
реактивних зусиль ON , yOxO QQ , , yOxO MM , , zOM , які можна знайти з 
умов рівноваги: 
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 Для консольних конструкцій можна застосувати такий порядок 
розгляду ділянок, що жодна реакція не потрапить до відсіченої частини 
конструкції. Це можливо, якщо перерізи zyx ,,  наближати до 
жорсткого затиснення з вільних кінців конструкції. При обраному в 
такій спосіб порядку розгляду інтервалів реактивні зусилля у жорсткому 
затисненні можна не визначати. Відсічені частини та початкові точки 
(вузли) ділянок вказані на рис.36.  
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 Але, якщо відсічена частина конструкції включає до свого складу 
точку О, визначити реактивні зусилля потрібно, і у подальшому 
оперувати цими компонентами як звичайними зовнішніми 
навантаженнями. 
 
Рисунок 36 
 
 Для побудови епюри будь-якого силового фактору в межах 
довільної ділянки треба виконати наступні дії: 
 згуртувати всі зовнішні сили та моменти з відсіченої частини 
конструкції у початковій точці ділянки; 
 зробити в межах цієї ділянки переріз і ввести поточну 
координату, яка відраховується з початкової точки (вузла) 
ділянки; 
 жорстко затиснути брус у зробленому перерізі, зводячи його 
розрахункову схему до консольної. 
 В процесі розбудови епюр треба дотримуватись правил знаків для 
сил та моментів, а також до вимог розташування епюр в межах кожної 
ділянки. 
 Як і раніше будемо користуватися наступними правилами знаків 
для внутрішніх сил та моментів. Так поздовжня сила вважається 
додатною, якщо її дія є розтягуюча. Додатна сила завжди направлена 
назовні по відношенню до довільного перерізу ділянки. Стискаюче 
зусилля є від’ємним, а напрямок його дії – протилежний. Епюра 
поздовжньої сили може бути розташована у будь-якій площині, яка 
проходить крізь відповідну ділянку. Вона повинна мати знак зусилля та 
його значення. 
 Епюра поперечного зусилля має власну площину. Вона 
визначається за двома напрямками - сили та ділянки, до якої вона 
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прикладена. Поперечне зусилля вважається додатним, якщо у 
власній площині дії, відносно довільного перерізу відбувається 
поворот за часовою стрілкою і навпаки. При обраному порядку 
розглядання ділянок (рис. 36) це правило буде виконуватись, якщо 
площину епюри будувати у напрямку, протилежному до діючої 
зовнішньої сили. 
 Побудова епюр згинальних моментів провадиться за правилами, 
прийнятими у машинобудуванні. Спочатку визначається площина дії 
моменту за координатними напрямками сили і ділянки, до якої вона 
прикладена. Наступним кроком до побудови епюри є моделювання 
прогину відповідної ділянки під дією сили або моменту і визначення 
положення стислих волокон балки. Епюра згинального моменту 
будується в площині його дії з боку стислих волокон, згідно з 
функцією розподілу моменту вздовж осі ділянки. Числове значення 
моменту вказується на епюрі в усіх точках його зміни. 
 Знак крутного моменту може бути визначений в найбільш 
демократичний спосіб. Дивлячись з боку довільного перерізу на 
обертання зовнішнього (крутного) моменту навколо осі ділянки, можна 
призначити додатне або від’ємне значення внутрішнього крутного 
моменту. Обертання супротив годинникової стрілки можна 
вважати додатним. Але це правило треба застосувати до всіх 
зовнішніх моментів. 
 Оскільки площина дії крутного моменту завжди ортогональна до 
осі ділянки, його складно відобразити на плоскому кресленні. Тому 
епюри крутних моментів будують або окремо від епюри згинальних 
моментів, або додають їх в останню чергу, розташовуючи на вільних 
місцях, прилеглих до даної ділянки. Для візуального відокремлення 
крутних моментів від згинальних, обрис епюри крутного моменту 
штрихують гвинтовою спіраллю. В полі епюри встановлюють знак 
моменту і позначають його величину. 
  
Приклад 7 
В якості прикладу визначимо запас міцності консольної 
конструкції з прямолінійних стержнів прямокутного профілю, жорстко 
з’єднаних у вузлах (рис. 35). Навантаження мають значення kH101 F , 
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kH202 F , kH303 F , а довжини ділянок м5,01  , м4,02  , 
м3,03  . Розміри прямокутного профілю у кореневому перерізі О-О 
дорівнюють см12h , см6b . Причому, сторони позначають, щоб 
виконувалась нерівність bh  . Припустимо, що матеріал конструкції 
має межу текучості МПа300т  . 
При побудові епюр внутрішніх силових факторів для нашої 
конструкції (рис. 35) використаємо принцип суперпозиції. Сили  1F , 2F , 
3F , будемо прикладати послідовно, відстежуючи дію кожної сили 
окремо. Загальний результат отримаємо, якщо просумуємо відповідні 
епюри на усіх ділянках конструкції. 
 Спочатку будемо вважати, що діє лише сила 1F . Схема її руху між 
вузлами конструкції наведена на рис. 37. 
 
 
Рисунок 37 
 
Паралельний перенос 1F  з D до С породжує момент у площині  XOZ . 
 
.55,0101111 kHмFM    
 
Рух сили з С до В утворює додатковий момент у площині  YOZ  
 
.44,0102121 kHмFM    
 
 Таким чином (рис.37), перша ділянка DС знаходиться в умовах 
поперечного згинання в площині  XOZ . 
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При погляді з додатного напрямку осі „у”, стислими на цій ділянці є 
волокна стержня, що зліва (які мають від’ємну координату „z”). 
 На другій ділянці СВ маємо сумісну дію поперечного згинання в 
площині  YOZ  та кручення  
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Епюра моменту xM  повинна бути розташована на правих, стислих 
волокнах ділянки, при погляді з додатного напрямку осі „х”. 
 Третя ділянка ОВ стискається поздовжньою силою 
 
,kH101  FN  
 
а також згинається постійними сконцентрованими моментами у двох 
головних площинах перерізу 
 
    kHм.5kHм;4 1121   MzMMzM yx  
 
Момент 11M , площина дії якого  XOZ  стискає праві волокна стержня 
ОВ (з додатною координатою „х”). Момент 21M  діє у площині  YOZ , 
стискаючи верхні волокна ділянки (волокна, що мають додатну 
координату „у”). 
 Розподіл вказаних силових факторів зображений на рис.38. 
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Рисунок 38 
 
Додатний знак на епюрі крутних моментів (рис. 38) свідчить, що усі 
зовнішні моменти, які обертаються навколо осі стержня за 
годинниковою стрілкою, утворюють додатні внутрішні моменти у 
перерізах ділянки. Напрям повороту моменту оцінюється з боку 
довільного перерізу ділянки. 
 Слід зауважити, що всі вузли конструкції „n” повинні відповідати 
умовам рівноваги під дією внутрішніх моментів, тобто виконується 
рівняння: 
0 nM  
 
На рис. 39 показані внутрішні моменти, що діють при наближенні до 
вузла С з боку першої та другої ділянки 
 
 
Рисунок 39 
 
 Такий спосіб контролю при побудові епюр слід застосовувати до 
кожного вузла конструкції. 
 Розглянемо опір конструкції під дією сили 2F  (рис. 40). 
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Рисунок 40 
 
 Дія сили 2F  розповсюджується на другу та третю ділянки 
конструкції. Згідно з прийнятим порядком розгляду інтервалів (рис. 36), 
до першої ділянки вона не потрапляє. 
 Тож зусилля 2F  дає поперечне згинання другої ділянки 
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Площина дії моменту –  XOY , стислі волокна стержня у цій площині – 
праві, з додатною координатою „х”. У точці В момент zM  набуває 
значення 
 
.kHм82222  FM  
 
Такий момент є крутним по відношенню до ділянки ВО, вісь якої 
ортогональна до площини його дії. Зусилля 2F  у точці В стає 
поперечним до останньої ділянки (рис. 40), тому воно згинає стержень 
ОВ у площині  XOZ . Стислі волокна у цій площині мають додатну 
координату „х”. 
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Епюри силових факторів від дії навантаження 2F  зображені на 
рис. 41. 
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Рисунок 41 
 
 Зона дії зусилля 3F  обмежується лише третьою ділянкою ОВ. 
 
 
Рисунок 42 
 
Сила 3F  вже приведена до стартової точки останнього інтервалу, є 
поперечною до нього, тому 
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Площина дії моменту xM  –  YOZ , стислі волокна розташовані знизу і 
мають від’ємну координату „у”. Епюри внутрішніх силових факторів від 
дії зусилля 3F  наведені на рис. 43. 
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Рисунок 43 
 
 Якщо просумувати відповідні епюри з рис. 38, 41, 43, отримаємо 
загальний розподіл внутрішніх сил та моментів по елементах 
конструкції (рис.44). Сумування проводиться по кожній ділянці з 
дотриманням знаків та площин розташування часткових епюр. 
 
 
Рисунок 44 
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Значення внутрішніх сил та моментів на сумарних епюрах (рис. 44) в 
перерізі О відповідає реактивним зусиллям ON , yOxO QQ , , yOxO MM , , 
zOM . 
 Для того, щоб зробити вичерпну оцінку щодо несучої 
спроможності конструкції, треба визначити запаси міцності in  в 
найбільш напружених точках потенційно небезпечних перерізів 
 
max
кр
i
in


 , 
 
де кр  – критичне напруження, по відношенню до якого 
встановлюється запас міцності (це може бути або границя текучості -
т , або границя міцності - в ), maxi  – максимальне напруження в „i” 
точці перерізу. 
 Розглянемо методику визначення коефіцієнту запасу in . У якості 
прикладу зупинимося на перерізі О, в якому діють усі без виключення 
внутрішні зусилля (рис. 44).  
 Напрямок дії внутрішніх зусиль в перерізі О легко встановити з 
умов рівноваги малого елемента стержня ОВ. Звертаючись до правил 
побудови епюр поздовжніх та поперечних зусиль, можна відтворити 
напрямки дії зовнішніх сил zyx FFF ,, , та урівноважити їх відповідними 
внутрішніми компонентами yOxO QQ , , ON  (рис. 45). 
 
 
Рисунок 45 
 
 Аналізуючи стан стислих волокон того ж елемента та напрямок 
його кручення з боку зовнішніх моментів zyx MMM ,, , встановлюємо 
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відповідні напрямки внутрішніх моментів перерізу кOyOxO MMM ,,  
(рис.46). 
 
 
Рисунок 46 
 
Тож у перерізі О зведемо всі внутрішні силові фактори до головних 
осей перерізу, згідно з їх напрямками та значеннями (рис.47). 
 
Рисунок 47 
 
 Підрахуємо напруження від кожного з компонентів внутрішніх 
зусиль. Для цього знадобляться такі геометричні характеристики 
перерізу. 
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При крученні стержня прямокутного перерізу коефіцієнти ;  
визначимо по таблиці [4]. При відношенні сторін прямокутника 2
b
h , 
добираємо: 795,0;246,0   . 
Тоді момент опору кручення 322 см3,106612246,0  hbWк  . 
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  Нормальні напруження від поздовжньої сили kH10ON  
рівномірно розподіляються по точках перерізу 
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 Від дії згинальних моментів kHм5xOM , kHм11yOM  
нормальні напруження розподіляються за лінійним законом, 
збільшуючись від нейтральної лінії в обидва боки зі зростанням 
відповідної координати, так що 
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 Згідно з напрямком дії, згинальний момент xOM  (рис. 47) розтягує 
точки І та ІІ квадранту і стискає нижню половину перерізу (ІІІ та ІV 
квадрант). Момент yOM  (рис. 47) діє таким чином, що ліва частина 
перерізу (ІІ та ІІІ квадранти), опиняється у зоні розтягання, а права 
частина (І та ІV квадрант) – у зоні стискання. 
 Дотичні напруження від крутного моменту кOM  набувають 
максимальних значень у точках, що лежать на серединах сторін 
прямокутника. Найбільші з них  кОMmax  з’являються посередині 
більших сторін. У серединах коротших сторін прямокутника мають 
місце локальні максимуми    кОкО MM maxmax1    
 
 
    МПа.0,60Па100,603,75795,0
;МПа3,75Па103,75
103,106
108
6
maxmax1
6
6
3
max






кОкО
к
кО
кО
MM
W
M
M


 
 
 Напруження від дії поперечних зусиль yOxO QQ ,  теж є дотичними. 
Вони обчислюються згідно з формулою Журавського і набувають 
максимальних значень на нейтральних лініях прямокутного переріза 
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 Розподілення компонент напружень в [МПа] в перерізі О–О 
представлене на рис.48. 
 
 
Рисунок 48 
 
 Дотичні напруження, за напрямком дії, завжди співпадають з 
відповідним внутрішнім зусиллям. Так, напруження  кОM  у площині 
переріза утворюють потік, направлений за годинниковою стрілкою, за 
напрямком дії кOM . Вектор дії дотичних напружень від дії поперечних 
зусиль співпадає з вектором самих зусиль. 
Аналізуючи напружений стан перерізу можна зробити наступні 
висновки: 
 у кутових точках прямокутника відсутні дотичні напруження, 
тому ці точки мають лінійний (одновісний) напружений стан; 
 найбільш небезпечною точкою перерізу може бути або кутова 
точка, або точка, що належить до середини сторони 
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прямокутника. Остання має плоский (двовісний) напружений 
стан, завдяки наявності напружень двох різних типів. 
 За цими ознаками для підрахунку запасу міцності перерізу 
оберемо найбільш напружену кутову точку 5, середини більшої (т.4 та 
т.8) та меншої (т.2 та т.6) сторони прямокутника (рис.47). 
 В точці 5 діють однакові за знаком (тому найбільші за модулем) 
нормальні напруження (рис 48, 49) 
 
 
Рисунок 49 
 
 Напружений стан в точці 5 – лінійний (одновісний), тому сумарне 
напруження визначається як алгебраїчна сума компонент напружень: 
 
      МПа.9,1884,18,1527,34maxmax5  OyOxO NMM 
 
 
Запас міцності в цій точці становить 
 
59,1
9,188
300
5
т
5 


n . 
 
Найбільш напруженими можуть бути точки посередині більших 
сторін прямокутника. Однозначно визначити найбільш небезпечну 
точку неможливо, тому що в точці 4 нормальні напруження одного 
знаку, а дотичні – різного. В точці 8 навпаки, нормальні напруження 
різного знаку, а дотичні – одного. Тому необхідно розглядати обидві 
точки. Для точки 4 маємо (рис. 50) 
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Рисунок 50 
 
 Напружений стан в точці 4 – двовісний (плоский). 
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Використовуючи ІV гіпотезу міцності отримаємо 
 
МПа.1,1950,6932,1543 22224   
IV
екв . 
 
Запас міцності у четвертій точці становить 
 
54,1
1,195
300
4
т
4 


n . 
 
Для точки 8 маємо (рис. 51) 
  
 
Рисунок 51 
 
 Напружений стан в точці 8 – двовісний (плоский). 
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Використовуючи ІV гіпотезу міцності отримаємо 
 
МПа.1,2076,8134,1513 22228   
IV
екв . 
 
Запас міцності у восьмій точці становить 
 
45,1
1,207
300
8
т
8 


n . 
 
Порівняння напружень у середніх точках коротких сторін 
прямокутника дає перевагу точці 6 (рис. 48). Для цієї точки (рис. 52) 
нормальні та дотичні напруження за напрямком дії складаються, а для 
точки 2 – віднімаються. 
Для точки 6 маємо (рис. 52) 
 
 
Рисунок 52 
 
Напружений стан в точці 6 – двовісний (плоский). 
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Використовуючи ІV гіпотезу міцності отримаємо 
 
МПа.9,1162,6431,363 22226   
IV
екв . 
 
Запас міцності у четвертій точці становить 
 
57,2
9,116
300
6
т
6 


n . 
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 Таким чином, у якості загального коефіцієнта запасу перерізу 
приймаємо найменший 
 
  45,1...;;;min 8821min  nnnnnn i . 
 
 Загальний коефіцієнт запасу 1n . Таким чином можна 
стверджувати, що умова міцності виконується, а просторовий брус є 
міцним. 
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2 Розрахунково - проектувальне завдання 
 
При вивчені розділу „Складне навантаження” в курсі “Опір 
матеріалів” ставиться мета навчити студентів основам інженерного 
розрахунку елементів конструкцій машин і механізмів на міцність і 
жорсткість при комплексному навантаженні. Таке навантаження може 
привести до спільної дії декількох  простих видів деформування з 
урахуванням, при цьому, умов роботи, властивостей матеріалів та 
різноманітних типів поперечних перерізів. 
Для кращої організації і більш ефективної самостійної роботи 
студентів, згідно з вимогами програми курсу “Опір матеріалів”, 
студентам пропонується до виконання розрахунково – проектувальне 
завдання (РПЗ) по темі “Розрахунки на міцність стержнів при 
складному деформуванні”. Виконуючи цю роботу, студент практично 
знайомиться з методами обчислення комбінації навантажень, побудови 
епюр внутрішніх зусиль, визначення небезпечних перерізів та 
використовуючи відповідну теорію міцності, аналізує напружений стан 
в точці, визначає розміри поперечного перерізу, що забезпечують 
міцність конструкції для різноманітних схем, або визначає запас 
міцності. 
 
2.1 Склад розрахунково - проектувального завдання 
Розрахунково-проектувальне завдання складається з трьох етапів: 
1. Рішення запропонованих викладачем задач для певних варіантів 
розрахункових схем і вихідних даних, оформлення їх за вимогами 
кафедри опору матеріалів. 
2. Написання контрольних робіт за темою РПЗ. 
3. Захист РПЗ. Захист включає в себе пояснення методів і принципів 
розв'язання задач і відповідь на контрольні теоретичні запитання. 
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Кількість та об’єм цих запитань визначається викладачем 
індивідуально для кожного студента. 
 
Мета роботи – визначення внутрішніх силових факторів для 
запропонованих розрахункових схем на окремих ділянках стержнів, 
побудування епюр, проведення проектувального та перевірочного 
розрахунків на міцність. 
 
 Дано: 
1. Схема заданої системи з  вказівкою довжин дільниць і зовнішнього 
навантаження. 
2. Границя текучості T  матеріалу. 
 
РПЗ складається з двох обов’язкових для рішення задач: 
1.  Проектувальний розрахунок. Для заданої схеми навантаження валу 
редуктора визначити розмір поперечного перерізу (діаметр). Варіанти 
розрахункових схем наведені в додатку 1, а чисельні дані – в таблиці 
Д.1. 
2.  Перевірочний розрахунок. Для заданої схеми просторової 
стержньової системи з жорстко скріпленими ділянками визначити 
найнебезпечнішу точку прямокутного поперечного перерізу та 
визначити коефіцієнт запасу міцності. Варіанти розрахункових схем 
наведені в додатку 2, а чисельні дані – в таблиці Д.2. 
 
2.2 Порядок виконання завдання 
 
Задача №1. Визначити діаметр валу, навантаженого зусиллями в 
різних площинах використовуючи IV теорію міцності 
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1.  Виписати для заданого варіанту чисельні дані. В певному масштабі 
накреслити схему заданої системи з зазначенням її лінійних розмірів і 
зовнішніх навантажень. 
2.  Привести зовнішні зусилля на вісь валу. 
3.  Розкласти складне навантаження на комбінацію простих видів 
деформування: згин в площинах (YOZ) та (XOZ), кручення та 
центральне розтягання – стискання. 
4.  Побудувати епюри внутрішніх силових факторів по довжині валу. 
5.  Визначити небезпечний переріз валу по максимальному значенню 
еквівалентного моменту при відсутності поздовжньої сили. 
6.  Визначити допустимий діаметр валу редуктора з IV теорії міцності. 
7.  Перевірити міцність валу при наявності поздовжньої сили. 
 
Задача №2. Для заданої просторової стержньової системи в 
найнебезпечнішій точці перерізу визначити коефіцієнт запасу 
міцності 
1.  Виписати для заданого варіанту чисельні дані. В певному масштабі 
накреслити схему заданої системи з зазначенням її лінійних розмірів і 
зовнішнього навантаження. 
2.  Побудувати епюри внутрішніх силових факторів на окремих ділянках 
та в стержньовій системі в цілому. 
3.  Обчислити компоненти напружень в заданому перерізі, побудувати 
епюри цих напружень. 
4.  Розглянути напружений стан в імовірно небезпечних точках 
поперечного перерізу та обчислити максимальні напруження. 
5.  Визначити найнебезпечнішу точку поперечного перерізу та знайти 
коефіцієнт запасу міцності в цій точці. 
6.  Перевірити міцність конструкції. 
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2.3 Розрахункові схеми та чисельні дані 
Додаток 1 
Задача 1. Розрахунок валу редуктора 
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Продовження додатка 1 
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Продовження додатка 1 
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Продовження додатка 1 
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Закінчення додатка 1 
 
 
Таблиця Д.1 Вхідні дані до задачі 1 
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Додаток 2 
Задача 2. Складне деформування просторового бруса 
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Продовження додатка 2 
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Продовження додатка 2 
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Продовження додатка 2 
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Продовження додатка 2 
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Продовження додатка 2 
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Закінчення додатка 2 
 
Таблиця Д2. Вхідні дані до задачі 2 
 
№
  
в
а
р
. 
Сили, kH 
Довжини 
стержнів, см 
Р
о
зм
ір
 
п
ер
ер
із
у
, 
см
 
Г
р
а
н
и
ц
я
 
т
ек
у
ч
о
ст
і,
 
М
П
а
 
1
F  2F  3F  4F  1  2  3  4  b  h  T  
1.  40 – -10 20 8 20 40 10 8 10 360 
2.  30 -20 – 40 10 30 50 12 10 12 240 
3.  40 30 40 – 12 40 30 14 12 14 650 
4.  10 -40 – 30 14 50 20 8 10 14 250 
5.  40 – -20 10 12 20 50 14 8 12 380 
6.  20 20 30 -40 10 30 40 12 12 14 320 
7.  10 – -40 20 8 40 20 10 10 12 360 
8.  30 40 – 30 10 50 30 8 8 10 340 
9.  10 -30 40 – 12 40 50 10 10 12 360 
10.  30 10 – 20 14 30 20 12 12 14 250 
11.  20 – 10 40 12 20 50 14 8 12 800 
12.  10 30 -40 10 10 30 20 12 10 12 320 
13.  30 – 30 40 8 40 30 10 12 14 250 
14.  20 20 – -30 10 50 20 8 10 12 650 
15.  10 -30 20 – 12 40 30 10 8 14 300 
16.  30 40 – 10 14 30 40 12 12 14 340 
17.  40 – -10 20 8 20 40 10 8 10 360 
18.  30 20 40 – 12 40 30 14 12 14 650 
19.  40 – -20 10 12 20 50 14 8 12 380 
20.  10 – -40 20 8 40 20 10 10 12 360 
21.  10 -30 40 – 12 40 50 10 10 12 360 
22.  20 – 10 40 12 20 50 14 8 12 800 
23.  30 – 30 40 8 40 30 10 12 14 250 
24.  10 -30 20 – 12 40 30 10 8 14 300 
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2.4 Приклади розв’язання задач 
Задача 1. Зразок розрахунку валу редуктора 
 
Дано: 
.kH20;kH30;kH40;kH40;kH30
;kH20;kH30;kH20;kH10
98765
4321


FFFFF
FFFF
 
см.4
2
;см5
2
;см4
2
;см15;см20;см30;см10
321
4321


D
c
D
b
D
a

 
.0,2;МПа240 тт  n  
 
 
 
 
 
Приведення сил до осі валу редуктора. 
 
Точка K . 
 
Після приведення в точці K знаходяться поперечні сили 2F – паралельно 
осі Y , 3F – паралельно осі X , поздовжня сила 1F  та моменти 
kHм4,004,01011  aFM  – згинальний в площині  XOZ , 
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kHм8,004,02022  aFM  – крутний в площині  XOY . 
 
Точка D . 
 
 
Після приведення в точці D знаходяться поперечні сили 5F – паралельно 
осі Y , 6F – паралельно осі X , поздовжня сила 4F  та моменти 
kHм0,105,02044  bFM – згинальний в площині  YOZ , 
kHм0,205,04066  bFM – крутний в площині  XOY . 
 
Точка L . 
 
 
Після приведення в точці L  знаходяться поперечні сили 8F – 
паралельно осі Y , 9F – паралельно осі X , поздовжня сила 7F  и моменти 
kHм6,104,04077  cFM – згинальний в площині  XOZ , 
kHм2,104,03088  cFM – крутний в площині  XOY . 
 
Згин у вертикальній площині (YOZ) 
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Визначення реакцій 
   
 
.kH23
5,0
65,0303,03011,020
;0
;0
32
432825412
32432825412











FFMF
R
RFFMF
M
в
C
в
C
B
 
 
   
 
.kH43
5,0
2,03016,02015,030
;0
;0
32
354321248
32354321248











FMFF
R
RFMFF
M
в
B
в
B
C
 
Перевірка: 03023304320;0 852  FRFRFY
в
C
в
B  
 
Побудова епюри згинальних моментів xM : 
 
 
    ;kHм0,21,020;00
;
0
121
121
11





FMM
zFzM
z
xx
x  
 
   
 
    ;kHм9,43,0434,020
;kHм0,2
;
221221
121
12222
2121








в
Bx
x
в
Bx
RFM
FM
zRzFzM
z
 
 
 
    ;kHм5,415,030;00
;
0
484
383
43





FMM
zFzM
z
xx
x  
 
   
 
    ;kHм9,52,02335,030
;kHм5,4
;
334834
484
44484
3444








в
Cx
x
в
Cx
RFM
FM
zRzFzM
z
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Згин в горизонтальній площині (XOZ) 
 
 
 
 
Визначення реакцій 
   
 
.kH6,53
5,0
65,0206,13,0404,01,030
;0
;0
32
4329726113
324329726113












FMFMF
R
RFMFMF
M
г
C
г
C
B
 
   
 
.kH6,23
5,0
15,0206,12,0404,06,030
;0
;0
32
4973613213
324973613213












FMFMF
R
RFMFMF
M
г
B
г
B
C
 
Перевірка: 
.0206,536,234030
;0
963 

FRRFF
X
г
C
г
B
 
 
Побудова епюри згинальних моментів yM : 
 
 
  kHм.4,34,01,030
;kHм4,00
;
0
1131
1
1131
11




MFM
MM
MzFzM
z
y
y
y


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   
 
    .kHм32,53,06,234,04,030
;kHм4,3
;
2121321
1131
121232
2121








г
By
y
г
By
RMFM
MFM
zRMzFzM
z
 
 
 
    kHм.4,16,115,020;kHм6,10
;
0
74947
7393
43



MFMMM
MzFzM
z
yy
y


 
 
   
 
    .kHм32,52,06,536,135,020
;kHм4,1
;
3734934
7494
447394
3444








г
Cy
y
г
Cy
RMFM
MFM
zRMzFzM
z
 
 
 
Кручення (XOY) 
 
 
 
Перевірка рівноваги валу: 
  02,10,28,0;0 862 MMMMZ  
 
Побудова епюри крутних моментів KM : 
 
  ;kHм8,00 2111  MzMz к  
 
  ;kHм8,0222121  MzMz к  
 
  ;kHм2,10 8343  MzMz к  
 
  .kHм2,1843444  MzMz к  
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Розтягання – стискання 
 
 
 
Визначення реакції CH : 
.kH70402010;0;0 741741  FFFHFFFHZ CC
 
 
Побудова епюри поздовжніх сил N : 
 
  ;kH100 11111  FzNz   
 
  ;kH101222121  FzNz   
 
  ;kH400 73343  FzNz   
 
  .kH307443444  CHFzNz   
 
Визначення небезпечного перерізу вала редуктора: 
Допустиме напруження: 
  .МПа120
0,2
240
т
т 
n

  
 
Внутрішні зусилля в перерізах: 
Переріз К.  
kH.10;kHм8,0;kHм4,0;0  NMMM кyx  
Переріз B.  
kH.10;kHм8,0;kHм4,3;kHм0,2  NMMM кyx  
Переріз D . (зліва)  
kH.10;kHм8,0;kHм32,5;kHм9,4  NMMM кyx  
Переріз D . (справа)  
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kH.30;kHм2,1;kHм32,5;kHм9,5  NMMM кyx  
Переріз C . (справа)  
kH.40;kHм2,1;kHм4,1;kHм5,4  NMMM кyx  
Переріз L.  
kH.40;kHм2,1;kHм6,1;0  NMMM кyx  
Еквівалентні моменти в перерізах: 
  kHм.8,08,075,04,0075,0 222222  кyx
IV
екв MMMKM  
 
  kHм.0,48,075,04,3275,0 222222  кyx
IV
екв MMMBM  
 
  kHм.27,78,075,032,59,475,0 222222  кyxIVекв MMMDM  
 
  kHм.01,82,175,032,59,575,0 222222  кyxIVекв MMMDM  
 
  kHм.83,42,175,04,15,475,0 222222  кyxIVекв MMMCM  
 
  kHм.91,12,175,06,1075,0 222222  кyx
IV
екв MMMLM  
 
  .kHм01,8max  DMM IVеквIVекв  – небезпечний переріз D  (справа). 
 
Визначення діаметру вала з умови міцності в першому приближенні  
(без урахування поздовжньої сили). 
 
Умова міцності згідно з IV гіпотезою має вигляд: 
 .
75,075,0
33
max
22222
22
22























x
IV
екв
x
кyx
x
ки
p
к
x
и
ки
IV
екв
W
M
W
MMM
W
MM
W
M
W
M
 
 
 Визначимо діаметр валу [1]: 
 
.м0874,0
101201,0
1001,8
1,0
3
6
3
3
max







IV
еквM
d  
 
Приймаємо збільшений до найбільшого цілого в [мм] діаметр – 
.мм88d  
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Перевірка міцності валу з урахуванням дії поздовжньої сили 
Визначаємо геометричні характеристики перерізу: 
 
.м1015,68108,81,01,0 36633   dWx  
.м1030,13622,0 363  Xp WdW  
.м1008,6м108,6010
4
8,8
4
23244
22
 


d
A  
 Максимальні напруження в перерізі D . (справа) 
.kHм94,732,59,5 2222  yxи MMM  
МПа.51,116Па1051,116
1015,68
1094,7 6
6
3





х
и
и
W
M
  
МПа.96,4Па1096,4
1008,6
1030 6
3
3




A
N
N  
МПа.80,8Па1080,8
1030,136
102,1 6
6
3





p
к
W
M
  
 
 Перевіримо умову міцності: 
 
   .МПа4,1228,8396,451,116
33
22
2222

 

 Nи
IV
екв
 
 
Перенавантаження складає: 
 
 
%5%2%100
120
1204,122








IV
екв  – допускається. 
Перевіримо переріз C  (справа) з максимальною поздовжньою силою.
  
.kHм71,44,15,4 2222  yxи MMM  
МПа.2,69Па102,69
1015,68
1071,4 6
6
3





ч
и
и
W
M
  
МПа.6,6Па106,6
1008,6
1040 6
3
3




A
N
N  
МПа.80,8Па1080,8
1030,136
102,1 6
6
3





p
к
W
M
  
 З умови міцності в перерізі C  (справа) 
     .МПа3,778,836,62,6933 222222    Nи
IV
екв
 
 Остаточно приймаємо .мм88d  
 105 
Задача 2. Зразок розрахунку просторового брусу 
Дано: kH.40;kH25;kH30;kH20 4321  FFFF  
 см.15;см8;см40;см30;см10 54321  
 .МПа360;см12;см10 т  hb  
 
 
 
Побудова епюр внутрішніх силових факторів 
 ділянка DK. 
Вважаємо, що ділянка DK жорстко закріплена в точці D. 
 
 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальний момент: 
      .kHм0,315,020;00; 5151   FMMyFyM xxx  
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 Епюра згинального моменту будується в площині (YOZ), на стислих 
волокнах. 
 поперечна сила: 
kH.201  FQz  
 ділянка СD. 
Вважаємо, що ділянка СD жорстко закріплена в точці С. Силу 1F  
приводимо до точки D з додатковим моментом kHм0,35151  FM  в 
площині  YOZ . 
 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальні моменти: 
 
    ;kHм0,21,020;00
;
111
1


 FMM
xFxM
yy
y
 
 
    .kHм0,41,040;00
;
141
4


 FMM
xFxM
zz
z
 
 Епюри згинальних моментів будуються у відповідних площинах, на 
стислих волокнах. 
 поперечні сили: 
kH.201  FQz  
kH.404  FQy  
 крутний момент: 
kHм.0,351  MMк  
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 ділянка BC. 
Вважаємо, що ділянка BC жорстко закріплена в точці B. Всі 
навантаження з точки D приводимо до точки С. При цьому виникають 
додаткові моменти kHм0,21111  FM в площині  XOZ  від дії сили 
1F  та kHм0,41414  FM  в площині  XOY  від дії сили 4F . Момент 
51M  переноситься вздовж осі без змін. 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальні моменти: 
 
    ;kHм0,153,0403;kHм0,30
;
2451251
451




 FMMMM
zFMzM
xx
x
 
 
    .kHм0,73,0302;kHм0,20
;
2211211
211




 FMMMM
zFMzM
yy
y
 
 Епюри згинальних моментів будуються у відповідних площинах, 
на стислих волокнах. 
 поперечні сили: 
;kH40
;kH30
4
2


FQ
FQ
y
x
 
 поздовжня сила: 
;kH201  FN  
 крутний момент: 
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;kHм0,414  MMк  
 
 ділянка LB. 
Вважаємо, що ділянка LB жорстко закріплена в точці B. 
 
 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальний момент: 
      .kHм0,208,025;00; 4343   FMMyFyM xxx  
 Епюра згинального моменту будується в площині (YOZ) на стислих 
волокнах. 
 поперечна сила: 
.kH253  FQz  
 
 ділянка OB. 
Ділянка OB жорстко закріплена в точці O. Всі навантаження 
переносимо в точку B з точок С та L. 
Силу 3F  приводимо до точки B з додатковим моментом 
kHм0,24343  FM  в площині  YOZ . 
Сила 2F  приводиться до точки B з додатковим моментом 
kHм0,92222  FM  в площині  XOZ . 
При приведенні сили 4F  до точки B виникає додатковий момент 
kHм0,122424  FM в площині  YOZ . 
Моменти 11M , 51M , 14M  та сила 1F  переносяться вздовж осі Z  
без змін. 
Моменти, що лежать в одній площині алгебраїчно сумуються: 
kHм13432451*   MMMM  в площині  YOZ ; 
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kHм72211**   MMM  в площині  XOZ . 
 Сума сил 1F  та 3F  позначається як kH4531*  FFF . 
 
 
 
Вирази для внутрішніх силових факторів: 
 згинальні моменти: 
 
 
   YOZFMM
MM
zFMzM
x
x
x
;kHм0,294,04013
;kHм0,130
;
34*3
*
4*




 
 
   XOZFMM
MM
zFMzM
y
y
y
.kHм0,194,0307
;kHм0,70
;
32**3
**
2**




 
 Епюри згинальних моментів будуються у відповідних площинах, на 
стислих волокнах. 
 поперечні сили: 
;kH40
;kH30
4
2


FQ
FQ
y
x
 
 поздовжня сила: 
;kH45*  FN  
 крутний момент: 
kHм.0,414  MMк  
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 Сумарні епюри внутрішніх силових факторів просторового бруса: 
 
 згинальний момент 
 
 
 
 
 поперечна сила 
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 крутний момент 
 
 
 
 
 
 поздовжня сила 
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Внутрішні зусилля в перерізі ОО: 
 
 
 
 
Визначення геометричних характеристик поперечного перерізу 
 
 
.см1201210
931,0,219,0;см2631012219,0
;см200
6
1012
6
;см240
6
1210
6
2
322
3
22
3
22








bhA
hbW
hb
W
bh
W
к
y
x

 
 
Визначення максимальних значень компонент напружень 
 
  МПа.8,120Па108,120
10240
100,29 6
6
3





x
x
x
W
M
M  
 
  МПа.0,95Па100,95
10200
100,19 6
6
3





y
y
y
W
M
M  
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  МПа.8,3Па108,3
10120
1045 6
4
3




A
N
N  
 
 
    МПа.2,142,15931,0
МПа.2,15Па102,15
10263
100,4
1
6
6
3






кк
к
к
к
MM
W
M
M


 
 
  МПа.8,3Па108,3
101202
10303
2
3 6
4
3




A
Q
Q xx  
 
  МПа.0,5Па100,5
101202
10403
2
3 6
4
3




A
Q
Q
y
y  
 
Побудова епюр напружень в поперечному перерізі 
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Визначення найнебезпечнішої точки поперечного перерізу 
 
 
Точка 1 
 
 
Напружений стан – лінійний (одновісний) 
      МПа.0,2128,30,958,120maxmax1  NMM yx   
 
Точка 2 
 
 
Напружений стан – плоский (двовісний). 
    МПа.0,1178,1208,3max  xMN   
    МПа.0,182,148,31max  кx MQ   
МПа.1,1210,1830,1173 22222   
IV
екв  
 
Точка 3 
 
 
Напружений стан – лінійний (одновісний) 
      МПа.0,228,30,958,120maxmax3  NMM yx   
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Точка 4 
 
 
Напружений стан – плоский (двовісний). 
    МПа.8,980,958,3max  yMN   
    МПа.2,200,52,15maxmax  yк QM   
МПа.8,1042,2038,983 22224   
IV
екв  
 
Точка 5 
 
 
Напружений стан – лінійний (одновісний) 
      МПа.6,2198,30,958,120maxmax5  NMM yx   
 
Точка 6 
 
 
Напружений стан – плоский (двовісний). 
    МПа.6,1248,1208,3max  xMN   
    МПа.4,102,148,31max  кx MQ   
МПа.9,1254,1036,1243 22226   
IV
екв  
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Точка 7 
 
 
Напружений стан – лінійний (одновісний) 
      МПа.6,298,30,958,120maxmax7  NMM yx   
 
Точка 8 
 
 
Напружений стан – плоский (двовісний). 
    МПа.2,910,958,3max  yMN   
    МПа.2,100,52,15maxmax  yк QM   
МПа.9,922,1032,913 22228   
IV
екв  
 
  МПа.6,219,...,,max 5821max    
 
Визначення коефіцієнта запасу 
 
16,1
6,219
360
max
т
т 


n  – умова міцності виконується. 
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Контрольні питання 
1. Яка комбінація внутрішніх зусиль при складному навантаженні 
стержня круглого перерізу дає дотичні і нормальні напруження у 
довільній точці перерізу? 
2. Які внутрішні силові фактори у перерізі стержня мають місце при 
косому та просторому згинанні  
3. Як визначити нормальні напруження  у довільній точці перерізу 
стержня при косому згинанні? 
4. Як проходить нейтральна лінія при позацентровому розтяганні 
(стисканні)? 
5. Можлива чи ні поява нормальних напружень різних знаків при  
позацентровому розтяганні (стисканні), якщо нейтральна лінія 
проходить поза контуром переріза або дотична до нього? 
6. Чи можливе існування тільки розтягуючих напружень при 
позацентровому стисканні? 
7. Чи можна скористуватися формулами еквівалентного моменту 
при розрахунках на згинання з крученням бруса прямокутного 
перерізу? 
8. Як визначити небезпечні перерізи  при сумісній дії згинання та 
кручення? 
9. Як відшукати небезпечні перерізи в разі згинання силами, що 
діють у різних площинах? 
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10. Які відмінності має розташування нейтральної лінії при косому 
згинанні і позацентровому розтяганні (стисканні)? 
11. Чи може виникати косе згинання при чистому згині стержня 
круглого перерізу? 
12. Виникають або ні дотичні напруження у разі дії позацентрової 
поздовжньої сили? 
13. Чи є залежність форми ядра перерізу від величини  позацентрової 
поздовжньої сили? 
14. Як залежить кут нахилу нейтральної лінії при косому згинанні від 
співвідношення згинальних моментів Му/Мх ? 
15. Як, знаючи положення нейтральної лінії, знайти найбільш 
напружені точки та побудувати епюру нормальних напружень? 
16. Як розташовані точки перерізу, де діють максимальні нормальні 
напруження , по відношенню до нейтральної лінії? 
17. Які внутрішні силові фактори виникають у перерізах брусу при 
косому згинанні? 
18. Які внутрішні силові фактори виникають у перерізах брусу при 
позацентровому розтяганні (стисканні)? 
19. Які комбінації силових факторів мають місце при складному 
деформуванні? 
20. Які напруження виникають в точках вала круглого перерізу при 
згинанні з крученням? 
21. Вкажіть можливі небезпечні точки бруса прямокутного перерізу 
при згинанні з крученням? 
22. Які точки брусу прямокутного перерізу при  позацентровому 
розтяганні (стисканні) є найбільш небезпечними? 
23. Запишіть рівняння нейтральної лінії при позацентровому 
розтяганні (стисканні). З яких міркувань його отримують? 
24. Як виглядають умови міцності при використанні третьої та 
четвертої гіпотез міцності? 
25. Запишіть рівняння нейтральної лінії при косому згинанні . З яких 
міркувань його отримують? 
26. Який напружений стан мають точки валу круглого перерізу при 
згинанні з крученням? 
27. Як виглядає епюра нормальних напружень, що побудована по 
лінії, ортогональній до нейтральної? 
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